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Analiza Matematyczna 1 — 2021 /22
dr hab. Jan Iwaniszewski, prof. UMK

Wyklad (dla studentow I roku kierunkéw: Fizyka, Fizyka Techniczna, Astronomia, Automatyka i Robotyka, Informatyka
Stosowana) wprowadza podstawowe pojecia, operacje i metody analizy matematycznej stosowane w fizyce i technice. Gléwny

naci

sk polozony jest na intuicyjne zrozumienie istoty poszczegélnych operacji, a przede wszystkim na zdobycie biegtosci

rachunkowej. Do wykladu prowadzone sa ¢wiczenia rachunkowe. Zaliczenie przedmiotu nastepuje po zaliczeniu ¢wiczen i
zdaniu egzaminu koricowego.

Tresé wykladu
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liczby, zbiory liczb, relacje, funkcje - badane obiekty

ciagi, szeregi, granice, zbieznosé

rachunek rézniczkowy - pochodna, rézniczka, szereg Taylora
rachunek calkowy - catka nieoznaczona i oznaczona
réwnania rézniczkowe

metody przyblizone

praktyczne wykorzystanie narzedzi analizy matematycznej
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Zasady zaliczenia
e Cwiczenia
— kartkowki,

— zadania domowe — (min. 200 zadan do zrobienia)
min. 20 zada oddanych

— 3 kolokwia

ocena koncowas:
kart. (20%) + zad. dom. (10%) + kol. (70%) = suma
(100%)

uzyskane punkty (w %), a ocena koncowa:

ndst
db

dost
db+

[0 — 50)
(68 — 77)

[50 — 59)
[77 — 86)
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o Wyklad

— egzamin:
* I termin — 77.02.2022, godz. 7?7
* II termin — 77.02.2022, godz. 77

ocena koncowa:

kolokwia (30%) + zad. egzamin. (70%) = suma
(100%)

59— 68) dost+

86— 100]  bdb
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1  Zbiory i liczby /
Zbiory liczbowe

zbiory A, B, ..., elementy zbioru (liczby) a,b,c,..., 21,22, )
np. A = {a,b,c,...}, B:= {b: warunek}, X := {zy a2 =2~} = {2F}2

e liczby naturalne Dla zbioréw A i B definiujemy operacje na zbiorach:
N=1{1,2,3,...} AUB:={c: ce Alubc e B} suma,
. ] ANB:={c: ce Aice B} iloczyn, przekroj

o liczby catkowite A\B:={c: ce Aic¢g B} roznica
Z={m:m€Nlubm =01lub —m € N} ACB:={c: ce A = ceB} zawieranie sie, inkluzja,

e liczby wymierne A Jest podzbl(?rem ]B

YT m 71 N AxB={(a,b): a€AbeB} iloczyn kartezjanski

Q—{‘J'q—?me iné€ } RxR=R2 RxRxR=R3

e liczby rzeczywiste

R=QUQ (Q - liczby niewymierne) NCZcQcRcC

e liczby zespolone
C={c=a+ib:acRibeRii=~1}

Kwantyfikatory:
kwantyfikator ogélny: V lub A — "dla kazdego", kazdy element zbioru spetia warunek, np. V , V

acA z<zo
kwantyfikator szczegélowy: J lub V — "istnieje", przynajmniej jeden element zbioru spelnia warunek, np. 3, 3

achA x>0

Zbioér ograniczony A C R
e ograniczenie od gory:

—jezeli 3 vV x < M, tozbior A jest ograniczony z gory,
MEeR zeA

— M - kraniec gérny zbioru,

— jezeli zbior jest nieograniczony z gory, to M = oo,

— najmniejszy kraniec gorny to kres gérny M* = min {M} = sup A (supremum)
e ograniczenie od dohu:

— 3 VYV x>m = zbiér A ograniczony z dolu,

meR xz€A
— m - kraniec dolny zbioru,

jezeli zbioér jest nieograniczony z dotu, to m = —oo,

najwiekszy kraniec dolny to kres dolny m* = max {m} = inf A (infimum)

e 7biér ograniczony z gory i z dotu < zbiér ograniczony

Reguly zaokraglen:
metoda 1 liczby, ktérych czesé odrzucana w wyniku zaokraglania ma postacé:

e 4 xxx - zaokraglenie w dot, np. 1.7437 =~ 1.7,
e 51 5 %k - zaokraglenie w goére, np. 1.7537 ~ 1.8,

metoda 2 liczby, ktorych czesé odrzucana w wyniku zaokraglania ma postac:

o 4 xxx - zaokraglenie w dot, np. 1.7437 = 1.7,
e 5 x xx - zaokraglenie w gore, np. 1.7537 ~ 1.8,
e 5 - zaokraglenie do parzystej, np. 1.75 ~ 1.8, 1.85 =~ 1.8,

(po wybraniu metody nalezy w danym opracowaniu systematycznie stosowaé tylko te metode)

Szacowanie nieznanej wielko$ci:
1. wyrazenie poszukiwanej wielkoSci mozliwie prostym wzorem,
2. oszacowanie wartosci wielkosci wystepujacych we wzorze,

3. oszacowanie wyrazenia liczbowego



Przedrostki liczbowe

wielokrotno$ci podwielokrotnosci
103 kilo k 1073 mili m

105 mega M 1075  mikro p

10  giga G 107  nano n

102 tera T 1072 piko p

10  peta P 10715 femto f

10'®  eksa E 10718 atto a

100 deka da 107Y  decy d

102 hekto ha 1072 centy ¢
Zadania

Szacowanie rzedu wielko$ci

1. Oszacowaé warto$c¢ liczbowa
1213.14- 10719 - 87
(0.500873 - 103 — 499937 - 10-3) - (1.4 - 103)®

2. Ile wentylatoréw o wydajnosci 1200 m?/godz nalezy zamontowa¢ w sali 26, by powietrze byto catkowicie wymieniane 2
razy na godzine?

3. Promieit Wszech§wiata szacuje sie na 1026 m, a liczbe nukleonow we Wszechéwiecie na 1080, Oszacowaé mase Wszech-
$wiata, $rednig gesto$¢ materii i §rednig iloéé nukleonéw w 1m3.

4. (Feynman T I cz. 1s. 365) Dawno temu, w erze paleozoicznej kropla popotudniowej ulewy upadia na blotnista rownine,
pozostawiajac trwaly §lad. Slad ten w postaci skamieliny odkopal pewnego upalnego dnia w wiele lat p6zniej student
geologii. Wysaczywszy do dna wode ze swojej manierki student ten bezskutecznie sie zastanawial, ile czasteczek wody
z tej starozytnej kropli mogto znajdowaé sie w manierce, ktéra przed chwila opréznit. Sprobuj Ty ocenié te liczbe.

5. Oszacowad jaki rezultat osiggnalby skoczek wzwyz na Ksiezycu, jezeli przyspieszenie grawitacyjne jest tam 6-krotnie
mniejsze niz na Ziemi.

6. Ciekly hel ma gestos¢ p = 0.13 g/cm?®. Oszacowaé warto$é promienia atomu He zakladajac, ze atomy sa upakowane w
najgestszej mozliwej konfiguracji, ktora wypekia 74% przestrzeni.

7. Jaki wptyw na wyniki konkurencji biegowych miato ustawienie strzelajacego z pistoletu startera na murawie stadionu?
Dlaczego obecnie zawodnicy maja glo$niki wmontowane w bloki startowe? Jak to pogodzi¢ z faktem, ze na mecie
fotokomorka ustawiona jest w dalszym ciagu z boku biezni?

8. Cegta wazy kilogram i pot cegly. Ile elektronow zawiera jedna cegta? (Gléwnym skladnikiem glinek ceramicznych jest
kaolinit A125i209H4.)

2 Ciagi liczbowe
Definicje:
ciag liczb naturalnych 1,2,3,4,...,n,,...
ciag liczbowy T1,T2,T3,Tay .o, Tpy--. = {xn}oey, {Tn} CN xR

Klasy ciagéw:

ciagi monotoniczne: rosnacy V Zp < Tpii malejacy V x, > Tp41
neN neN
ciagi ograniczone: zdolu 3 V z,>m zgory 3V xp, <M
meR neN MeR neN

Ciag ograniczony z dotu i z géry to ciag ograniczony.

Zbiezno$¢ i granice ciggéw
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Jezeli ¥ 3 V |z, —a| <e, toajest granica ciagu. Zapisujemy: lim z, =a, x, — a.
n—oo

e>0 N n>N
szczegblny przypadek a = 0:

n—oo

lm z, =0, x, — 0
n—oo

n—oo

Jezeli 2, — a 1 |a|<oc0, to (x,—a) — 0.

n—00

n—00

Ciag, ktory ma granice, to ciag zbiezny. Ciag, ktory nie jest zbiezny, jest rozbiezny.

Jezeli Y 3V E<a,,

E>0 N n>N

Podobnie: lim z, = —o0,
n—oo

to clag ma granice nieskoiiczona. Zapisujemy: lim x, = oo, x, — —+oo.
n—oo n—oo
Tp —> —O0.
n—oo

W tych przypadkach ciag {z,} jest rozbiezny do +oo
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Twierdzenia o granicach ciggéw

kryterium zbieznosci Bolzano: Ciag {z,} ma granice skoficzona < Vv I V |z, —z,|<e.
e>0 N n,m>N
dzialania na ciagach: Jezeli lim z, =a, lim y, =b1i c = const, to:
n—oo n—oo
e granica iloczynu przez liczbe lim [c-2,]=c-a
n—oo
e granica sumy lim [z, 4+yn] =a+Db
n—oo
e granica iloczynu lim [z, -y, =a-b
n—oo
x a
e granica ilorazu lim n] =— (dlab#0)
n—oo yn
e Jezeli lim z, =0 i{y,} jest ciagiem ograniczonym, to  lim [z, - y,] = 0.
n—oo n—oo
e Jezeli V x, <yn < 2p, oraz lim z, = lim 2, =a,to lim y, = a.
n n—oo n—oo n—oo

Twierdzenie: Jezeli ciag monotonicznnie rosnacy {z,} jest ograniczony z gory 3V, < M to ma on granice skonczona.
Mn

Jedli nie jest ograniczony to granica jest +0o0. Analogicznie dla ciagu monotonicznie malejacego.

liczba Eulera ¢ z,,

1 n
(1 + > — e =~ 2.71828
n n—o0o

Zadania

Obliczy¢ granice ciagow:

2 4 2n — 4 1\"
Lo, =n—— +3n° - — 6. x, = n 14. ¢, =2+ — 17. ¢, = nln(l +n) — nln(n)
n? n* n? n
G eIl -4 pon 18 co= (L m)n(l +n) nln(n)
2 T = T S =T 15. cp= (142
n° +3dn — n 19. ¢, =nln(l 4+ n) — (1 4+ n)In(n)
4 3 8. xz, =3"
3. 2, = 3n —2n" -4 1\ 22. w, =sin(3n+1) - cos(3n — 1)
2n° + 3nt — 2n3 — 4 9. 2, = (—3)" 16. ¢, = <1—|—)
4 " 23. w, = (3n — 2)sin(2n + 3)
[ S e 10. , = Y 20. wy = sin(2n —1) 2
n_ n n n n 24. w, = cos
—-n sin(2n + 3) n+2n
5 2n% —3n+1 1 2 L—n 21. Wn = —5 5
STy = . Xy = -
302 +2n — 1 1+n 25. wy = (2n — 1)ctg (5>
n
2 — v/6n? -3 4 V27n2 + 3 4— /8n2 -2 1
12. nooont 13, g, = V22 H 3044 V8t —on 4 26. w, = sin(n+ ) sin(n+ B) +

- 34+2V3n3 +4n2 —n+2

" Son —7

+ cos(n + a) cos(n + )
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3 Funkcje
Liczba a zmienna
e liczba — oznacza konkretny element zbioru (liczbowego), konkretna wartosé danej wielkosci (fizycznej),

e zmienna — oznacza dowolny element zbioru (liczbowego), pewna wielko$¢ (fizyczng) bez precyzowania jej konkretnej

wartosci
zmienna x zadana jest przez zbiér swoich wartosci X, czyli x € X, zbiér X to obszar zmienno$ci zmiennej x

gdy X C Z to x jest zmienng dyskretng, gdy X C R to x jest zmienng cigglq

e funkcja — opisuje relacje zachodzaca miedzy réznymi zmiennymi, réznymi wielkosciami (fizycznymi)

Odwzorowanie i funkcja
odwzorowanie: — wzajemne przyporzadkowanie sobie elementéw (liczb) dwoch zbiorow: X 32 — yeY

Jezeli odwzorowanie jest jednoznaczne (jednej wartosci  odpowiada tylko jedna wartosé y), to odwzorowanie nazywa sie
funkcja: X >z — y=f(z) €Y, X -dziedzina, zbidr argumentéw, Y - przeciwdziedzina, zbiér wartosci

Jezeli jednej wartosci y odpowiada tylko jedna warto$é¢ x, to funkcja jest wzajemnie jednoznaczna.

oznaczenia funkcji np.: y= f(z), y =g(z), a=h(b),..., ale tez np. y = y(x)

Rodzaje funkcji
e funkcje zlozone y = f(g(z))
e funkcje odwrotne y=f"1x), czyli x = f(y)

Klasy funkcji

e parzysta vV f(—x) = f(x), e ograniczona z dolu 3 Vv f(z)=>m,
x meR
e nieparzysta v f(—x) = —f(z), e ograniczona z gory 3 v f(z) <M,
x MeR x
e okresowa 3V f(x+ xo) = f(x), e ograniczona 3 vV m< flx) <M,
To T m,MER x
e monotoniczne rosnaca 1 <2 = fx1) < f(x2),
e monotoniczne malejaca 1 < 3 = f(z1) > f(x2),

Funkcje elementarne i do nich odwrotne

e potegowe y = xP

-2

X o

e wykladnicze y = a® (a > 0), e* = expuz, e logarytmiczne y = log, x (a > 0), log, x =Inz, log,z =lgx

4 — o 3 .
1 2 1
35 SR i
A
1

3 Voot 2, —02

25 R R

2 N e e

y ik
1.5 i —--1/3

e
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e trygonometryczne y = sinx, cosz, y = tanz(= tgx), cot x(= ctgr)

15

oo OO0 /N
_D_'fif Wos(xw \.

5T 14
X

[=) e P,

e cyklometryczne y = arcsin z, arccos z, y = arctan (= arctgx), arccot x(= arcctgz)

3 g4
arccos(x) ,/’ 4r
2,
F
12w k—afcsin(x)
[ | STTTTTITIIIR PPN RPN v
sin(x)-3..
COS(x)—
Yo 2
e o 1/2\:
-1 g
P et
-2 E
_3_/ ..........
-3 -2

Zadania

1. Okresli¢ dziedzine i przeciwdziedzing wszystkich funkcji elementarnych (w przypadku funkeji wyktadniczej i logaryt-
micznej uwzgledni¢ wszystkie mozliwe warto$ci parametru a).

2. Korzystajac z wzordéw na sin(a + b), cos(a + b) i jedynki trygonometrycznej:

(a) znalez¢ wzor na tg(a + b) i ctg(a + b),

(b) przedstawi¢ sin(a) £ sin(b) oraz cos(a) + cos(b) w postaci iloczynu funkcji sin i cos,

(c) przedstawié¢ kazda funkcje trygonometryczna przez kazda inng funkcje (wzia¢ pod uwage wartosci  w réznych
¢wiartkach uktadu wspolrzednych)

(d) przedstawi¢ wszystkie funkcje trygonometryczne od argumentu poldéwkowego a/2 (np. sin(a/2)) przy pomocy
funkcji od argumentu a i odwrotnie.

3. Uprosci¢ wyrazenia:
sinx &+ sin 1 — tan(z)
(a) omroomy (h) arcsin
cosx £ cosy 1+ tan(z)?
sinx + siny .
T — (i) arccos

()

(g) sin(2arctan(x))

sinz — siny
COST — COSY

COS T + COS Y

tana + tanb

cota + cot b

tana — tanb

tana + tanb
cota + cot b

cota — cot b

+1

tana — tanb

cota —coth

(f) cos(4arccos(x))

cos(x) + cos(x — ;T))}

(e
s

st L)
=

tanm—l—coty cotz + tany

arccot
— sin(2x)

1 — sin(2x) ]
arcsin {\/i Cos (:E ~+ arcsin (—%)) — cos x}

. [(COS (arcltan z))? - eos (_g)]
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Granica funkcji /

Jezeli v 3 v |f(x) —a] <e, toa jest granica funkcji. Zapisujemy: lim f(z) =a 1lub f(z) — a.

e>0 § |z—mzo|<é T—T0 T—xg
granica lewostronna (z < zy): 1i/m f(z)= lim f(z)=a, Jezeli istnieje granica lewostronna li/m f(z) = a i pra-
roro el . o .
granica prawostronna (z > xo): li\m flz) = lim+ flx)=a, wostronna 111\120 f(x) = b, oraz a = b, to istnieje granica
T N\T —x .
’ v lim f(z) = a.
T—xQ

Dzialania na granicach: Jezeli lim f(z) =ai lim g(z) =0, to:

T—xo T—xo

granica iloczynu przez skalar lim [c- f(z)]=c-a  (c-dowolna stala)

T—I0
granica sumy lim [f(z)+g(x))=a+Db
T—I0
granica iloczynu lim [f(z) -g(z)]=a-b
T—T0
granica ilorazu lim @) S (dla b #£ 0)
s—zo | g(x)] b
granica funkcji zlozonej Jezeli lim f(z) =ai lim g(z) =0, to lim g(f(x)) =0b
T—xQ T—a T—xg

Jezeli dla kazdego  w pewnym otoczeniu punktu zg zachodzi f(x) < g(z) < h(z) oraz lim f(z) = lim h(z) =a,

T—To T—xo

to lim g(x) = a.

T—T0

i 1\* In(1
pewne granice: lim w =1 lim (1 + ) =e lim 711( +2) =1
x

z—0 €T r—00 z—0 T

Ciaglosé funkcji

Jezeli w punkcie x = zg istnieje granica funkcji lim f(z) =a oraz a = f(xo), to funkcja f(x) jest ciagla w tym punkcie.

T—xg

Jezeli funkcja f(z) jest ciagla w kazdym punkcie zbioru X, to jest ciagla na tym zbiorze.

Witlasnosci cigglosci:
Jezeli f(x) i g(x) sa ciagle w © = g, to iloczyn przez liczbe, suma, iloczyn, iloraz, ztozenie tych funkcji sa ciagle (por.
wlasnosci granicy).

Pewne twierdzenia dotyczace ciaglosci

e Twierdzenie o wartosci posredniej funkcji
Jezeli funkcja f(x) jest ciagla na [a,b] oraz f(a) = A, f(b) = Bi A < B, to dla dowolnej liczby C takiej, z2e A < C < B
istnieje x € [a, ] taki, ze f(z) = C.

e Twierdzenie o ograniczonosci funkcji
Jezeli funkcja f(z) jest ciggla na [a,b] (przedzial domkniety), to funkcja jest ograniczona, tzn. istnieja liczby m i M
takie, ze m < f(z) < M dla kazdego z € [a, b].

e Twierdzenie o wartosci najwiekszej i najmniejszej funkeji
Jezeli funkcja f(z) jest ciagla na [a,b] (przedzial domkniety), to osiaga ona w tym przedziale swoj kres gorny i kres
dolny, tzn. istnieja 1, xo € [a, b] takie, ze f(z1) < f(z) < f(x2) dla kazdego = € [a, b].

e Twierdzenie o istnieniu funkcji odwrotnej
Jezeli funkcja f(x) jest monotoniczna (rosnaca lub malejaca) i ciagla na [a,b], to na przedziale wartosci tej funkcji
okreslona jest funkcja do niej odwrotna x = f~!(y) takze monotoniczna (odpowiednio rosngca lub malejaca).



Zadania

Wyznaczy¢ nastepujace granice (znak + oznacza, ze nalezy
policzy¢ dwie rézne granice dla tej samej funkcji):

1.

rz+1
1m
rz—=+1 1’3+1

rx—1
im ——
r—+2 4 — g2
. 2 +1
lim —
r—+o0 €T
. 1—=x
lim P e —
x—0,£1,+2 o0 222 4+ 22 — 4

2
. a‘—xr—a
lim —, dla a>0
x—0 €T
. tanx
lim
x—0 x
. tan
lim

z—0 arctan

cos2x — 1
m —
z—0 sin4dx

1
li t
zi%2 ( et x —7r/2>

Pokazaé, ze:

10.

11.

12.

13.

14.

15.

16.

17.

18.

_ l4z3 5
lim - ==
z——11 4+ g% 3
1 xT
lim (1 + ) =e
T——00 €T
1
lirrb (I+z)= =e
In(1
i A +2)
x—0 xT
log , 1
lim 0ga(l+2) =
=0 x In(a)
x
-1
lim & —1
x—0 X
a® —1
li =1
zli% X n(a)
TG
T—00 x
i &8 a:z— 1 _ 1
z—0 x 2

AMI-21/22-9
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4 Robzniczkowanie (Pochodne)

Definicja pochodnej
flatAn) = f@) )~ f@)

0 Az TI—T X — T

Interpretacja: pochodna funkcji w danym punkcie rowna jest warto$ci wspotczynnika nachylenia (wspotczynnika kierun-
kowego) stycznej do krzywej danej przez wykres funkcji w tym punkcie.

Ciaglosc funkcji w punkcie z to warunek konieczny istnienia pochodnej w tym punkcie (ale nie jest to warunek dostatecz-

ny).

granica ilorazu réznicowego v = (f(x) = fl(z) = Alim

Wilasnosci:
Pochodna sumy [f(z) +9(2)] = f(z) + ¢ (2)
Pochodna iloczynu [f(x)g(2)] = f(z)g(z) + f(2)g'(x)

Pochodna ilorazu

[f(x)]' _ ['(@)g(x) — f(z)g'(z)
g(x)?

Pochodna funkcji zlozonej (fla@)]) = F W) |y=g(z) - 9 ()

Pochodna funkcji odwrotnej (f_l(x)) = [f'(y) ‘y:f—l(z)]_l
Rézniczka:
e dx - rézZniczka zmiennej x - nieskonczenie maly (infinitezymalny) przyrost Az wartosci zmiennej

o dy = df = df(z) = f'(x)dx - rézZniczka funkecji y = f(x) - liniowa cze$¢ przyrostu Ay wartosci funkeji przy
infinitezymalnej zmianie dr wartosci argumentu

Pochodne wyzszego rzedu:

Ay d d [d d\®> & & 42
e druga pochodna y' = lim 2L = Ly & {y} = ( ) y y_ o - Ef@) F ()

Ar—0 Az dx dr | dx ) ¥ T a2 T a2 Y dx?
e pochodna n-tego rzedu y" = f(ac)(") = ddfix)
x
Zadania

1. Wyprowadzi¢ wzoér na pochodng ilorazu dwoéch funkcji: (a) badajac granice ilorazu réznicowego, (b) korzystajac ze wzoréw na
pochodng iloczynu, funkcji ztozonej i funkcji potegowej,

2. Wyznaczy¢ rozniczke sumy, iloczynu i ilorazu dwoch funkeji, oraz funkcji zlozonej i odwrotne;j.

3. Korzystajac z definicji (granica ilorazu réznicowego) znalezé pochodne nastepujacych funkcji:

1 1 2 _
7’x+ L VT, 23z —1, ze ¥, CosT

z’ x—1" 3-2z T

4. Obliczy¢ pochodne wszystkich funkcji elementarnych korzystajac tylko z definicji (granica ilorazu réznicowego), z wzoréw na
pochodna sumy, iloczynu, funkcji ztozonej i funkcji odwrotnej, z obliczonych juz pochodnych innych funkcji elementarnych, oraz
ze znanych relacji miedzy funkcjami.

5. Korzystajac ze znajomosci pochodnych funkcji elementarnych oraz ze wzoréw na pochodng sumy, iloczynu, itd., obliczy¢ pochodne
nastepujacych funkcji (rezultat poda¢ w mozliwie najprostszej postaci):

(23:2 —x— 1)3
(2z + 1)3(3z — 3)2’

1. y=4z> — 62> +3z+5,

9. y=(1—2z)(z+05)?
2. y=(a—20+3)", S )

4 10. y=a",
S v Nt Lyl o e
4 2+ 30 +2\7 2. y=a,
' Y= \e2 -3z +2 ’ _loga<3:c2—2)

y - I
1 - 3x—1
— ST ) .
v (V 1+nx> ) 4. y=e""[Asin(az) + Bcos(bz)] ,

15. y = sin (tan(z)) ,

_ cot(3z) cot(2z) + 1 1 )
6. y= cot(22) — cot(37) 16. y = x arctan(x) — 5 In (1‘ + 1) ,
7. y = 1n(2sin(3z)) , 122
17. = cos |arcsin
8. y:arctan(\/l—i—x?—x) , 4 1+ 22




5 Badanie przebiegu funkcji

Witasnosci funkcji a jej pochodne

funkcja rosnaca f(x)>0
funkcja malejaca fl(x) <0 £(x)
ekstremum funkeji () =0

funkcja wypukla
funkcja wklesta
punkt przegiecia
miejsca zerowe Tit
maksimum  Tias:

XZ Xprze'g
]\ K | T

rrenes

s SR S S s
S~
3
N
|
[en)

i3 4

( 7
"(@min) =0, f'(Tmin) >0 ] f{x)
”(xp'rzeg) =0

minimum Tonin:
punkt przegiecia  Tprzeg:

Pewne twierdzenia dotyczace pochodnych

e Twierdzenie Darboux
Jezeli funkcja f(z) ma pochodna skoticzona na [a,b], to funkcja f'(z) przyjmuje przynajmniej raz kazda warto$¢ pomiedzy
warto$ciami f'(a) 1 f'(b).
e Twierdzenie Lagrange’a — o wartosci $redniej rachunku rézniczkowego
Jezeli funkcja f(z) jest ciagla na [a, b] 1 ma pochodna skoiiczona na (a, b), to istnieje taki punkt ¢ € (a,b), ze w = f'(c).
e Twierdzenie Cauchy’ego — uogolnione twierdzenie o wartosci $redniej rachunku ro6zniczkowego
Jezeli funkcje f(x) i g(z) sa ciagle na [a, b], maja pochodne skoiiczone na (a,b), oraz ¢'(z) # 0 na (a,b), to istnieje taki punkt
f) = fla) _ f'(¢)

c € (a,b), ze =

g(b) —g(a)  g'(c)
Wyrazenia nieoznaczone

. B . B @) _a

Co jesli b = 0, ale takze a = 07 Wyrazenie nieoznaczone o (zapis symboliczny). Podobnie symbolicznie: E, 0-00, cO— 0.
00

Reguly de I’"Hospitala

i @ g £
' zlggo 9(z) Ilggo g'(

z)
Y f(x)-g(x):f(lx)zg(f) = %Mb% o —ool  f(z)—glz) = } - } :Mﬁg

)

8

318
|
Il
!
olo
I
3
Il
5

g(x) f(=) f(z) g(z) (@) " F@)
Asymptoty Badanie przebiegu funkcji
e zbiezno$é do prostej rownoleglej do osi uktadu e dziedzina (osobliwosci z,) — definicja f(x),
ZETOO () =a, TIHSO fx) = o0 e przeciwdziedzina — definicja f(x),
e zbiezno$¢ do dowolnej prostej e szczegblne wlasnosci (symetrie), np. parzystosé, periodyczno$é — defini-
lilf f(z) =ax + b, lirin fl(z)=a cja f(x),
g(z) = f(z) — ax — b, lim g(z)=0 e punkty niecigglosci (osobliwoéci) — lim f(z),
xz—+oo T—Ts
e zbieznos$¢ do innej (prostszej) funkeji e zachowania asymptotyczne — lilil f(x),
lim f(z) = ¢(z), .
z—too ) e miejsca zerowe — f(z9) =0,
9(z) = f(z) — o(), lim g(z) =0

z— oo e obszary wzrostu i spadku wartosci funkeji — znak f'(z),
e ekstrema — f'(x.) = 0,
o wklestosé i wypuklogé funkcji, charakter ekstreméw — znak f”(x),

e punkty przegiecia — f"(z,) = 0.

. AM1-21/22-11



Zadania

Wyznaczy¢ nastepujace granice:

1.

x4+ 42® — 162 — 16

:v—l>ni12 3+ 212 — 41 — 8
1— 6731

2. lim

10.

11.

z—0 sin(2z

lim sin(z® + 7(m — 2z))
-t cos(3z) + 1
sin(z) — x

im =
«—0 sin(z) +x

T
lim[iJr o }
z—1 a3 —1  1—2ab

Zbadaé przebieg funkcji:

12. y:lJrle
13. y:lfo
14. y:%
15. y:lf_i;
22> -1
16 v="5"5
17. y:ﬁ
18. yzﬁ
19. y:%
20. y:%
91 y:21’2—|—x—1

72 — 21+ 2

29, 4= 62° + 152 +5
422 — 11z — 3
23. y=xze™®
24, y=ge™
25. y:exp(g)
x
26. y:x-exp(g)
z
27, y =a° -exp(z)
x

28.
29.

30.

31.
32.

33.
34.

y = x + arctan(2x)

y = x - arctan(2z)
1

y = — - arctan(2z)
x

y=azy/(1-2?)

y=3(@+2?- (-2

y = e” cos(v/3z)

AM1-21/22-12
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6 Calka nieoznaczona

Funkcja pierwotna

flz) = T /dxf(m) = F(z) + const
Zwiazek z pochodng
%/dmf(x):f(x), /dx%:f(x)Jrconst

178
[e])

Liniowo
/ dz [of (z) + bg(e)] = a / def(x) + b / drg(x)
Calkowanie przez czesci

/ daf (2)9(x) = f(@)g(z) — / dzf(2)g (x)

Calkowanie przez podstawienie (zamiane zmiennych)

/d:vf(m) = /dyf (9(n) 9'(y) , gdzie z = g(y)

Typowe podstawienia

dra f(a®) = [dyf(y), gdde y=2a’
/dﬂﬂez fle")y = [dyf(y), gdzie y=e°
/dx cos(z) f(sin(z)) = [dyf(y), gdzie y=sin(z)
[an@sa@) = favse). e y=ne)
. e . Vin (LE)
Calkowanie funkcji wymiernych f(z) = Wi (@) dlan=1,2
(T
(wyrazenia typu Wy (x), Vin(z), ... oznaczaja wielomiany stopnia n, m, ...)
I. jesli m > n, to dzielimy licznik przez mianownik f(z) = Ppn_n(z) + U‘:{;l(?,
n(z
U . Uo () Lo
II. jesli n = 1, to catkujemy ulamek Wh (o) przez podstawienie y = Wi (z),
1

ITI. jesli n = 2, to badamy rozwiazania réwnania Wa(z) = 0,
1. jedli istnieja rozwigzania x1, x2, to:

a. faktoryzujemy mianownik Wa(z) = a(z — z1)(z — z2)
U1 (.T)
Wa(x)
c. postepujemy jak w p. II

b. rozkltadamy na ulamki proste,

2. jedli nie istnieja rozwiazania to:

a. przedstawiamy licznik jako aWs(z) + b, gdzie a, b — odpowiednie state

) Wi(2)

. calkuje ez podstawienie y = W-
ujemy an(m) przez p wienie y 2(z),

b . . . . . .
c. w utlamku Wi() przedstawiamy mianownik w postaci kanonicznej Wa(z) = a(z — p)* + ¢,
2\

o

)

2
przeksztalcamy mianownik do postaci Wa(z) = g l(\/z(m — p)) +1

e. calkujemy ulamek przez podstawienia y = \/g(;r: —p)
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Zadania /

1. Obliczy¢ calki nieoznaczone wszystkich funkcji elementarnych.
2. Obliczy¢ ponizsze calki. Jezeli w ktorejs pojawia sie parametr a, b, itd, to catkujac rozwazy¢ wszystkie mozliwe wrtosci parame-
tru(trow).

1 JT 1
1. d . d 11. d 16. dr——=
/x3—2x 6 /x1+x2 /x3+2m 6 o —
T N T
2. d 7. d 12. der——— 17. A ——
/ EREE / $1+:L’2 EEETN VT
ZE2 \/5 $2
3. d . d 13. dr ———— 18. dr——
/ T i / xl*”ﬁ / "3z + 20 VTS
z3 / P 23
4. dx 9. d 14. dr—= 19. dr——
/ 32z / x4+x6 Viz? +1 V3 — 227
1 x _9y%
10. 15, [ do—mnu eVT — 22
/ 1+a? / 3+2f va? —4 2 /dx o3 -z
3
2x2 — 37 . 2 cotx
45. dr zsin(2z” — 3 69. dr——=
21. /dm NL3 / ( ) / Veot?x + 1
22. dx 3 46. /dm (2z° — 3)sinx 70. /dm x* arctan(2z)
9x2 +4
23. /d:p 9:75333—4 47. /da: % 71. /dm cos z arccos(sin x)
2
24. /dx 9:5329:_ 1 48. /dx HCZ% 72. /dx cos z arccos(sin 2z)
4] 2
25. /dﬂcm 49. /diE % 73. /dw sinz arccos(sin 3x)
1 32° — T2 + 22+ 4
_r 50. doe ———— 4.
26. /dmx2+3m_4 e 7 do
2 1 32® — 222 + 50 + 1
z 51. dr ——— 75. d
27. /diﬁx2+3x_4 / x1+cosx * 5$2+2.’L’+1
: 4
4z + 6 52. de ST 76 d N
28 /dxac2+3:c—4 / VT+ cos 2z ' “322 + 6z +7
T 4 3 2
1 e - —2x° 4+ 32" —4x + 7
53. d 7. d
29. /dxx2—4x—|—5 /3624-361 /ac 2x2 — bx — 3
2z —x 2
+e —2x° + 22
z 4. [ de L5 . [d
30. /dxx2—41:—|—5 x 1+ 2¢2= [ "Ex3_3$2+4z_2
2 9z® — 92 + 8z — 4
z 55. d e 79. d
3L /dm 4z +5 vre Y625 — 1022 + Tw — 2
Tx x 72%(2® +x — 5)
56. d . de————F=
32. /dm2x2_5x_3 /me 80 /x6x2_11x+2
_ 14 57. /dw xelz 81 d M
33 /dx2x2+4x+3 ' 622 — 11z + 2
2 * — bz’ —102° + Tz
_r 58. /dx zlnzx 2. d oz x
34 /dxm2+3w—4 8 T 5a® — 322 — 8z
2 .
35, [ dpl T2 E0 59. / dz In(a® - 3) 83, [ dg 2 0cosCr)]sine
x? — 5 — 3 4 — cos?z
3 )
36. d‘rxiH 60. /dw *Inz 84. /d:p (22 —3) 2 6e
2?2 —5x—6
37. /dx cos’x 61. /dw 2 In(z?) 85. /dw (22% — 6x) >
38. /d:p cos’z 62. /dx x(sinz)? 86. /dx tan(z) In(cos )
3\ —1
39. /dw cos*z 63. /dm z”(cosz)* ]7. de (3z+ 2 %
3 1+ arccot(%)
.
40. /dw Tsinz 64. /dm [ (cos(@))® 88. /dm sin(az) cos(bx)



41.
42.
43.

44.

Pochodne i calki funkcji elementarnych

— e — S~

dx xsinx cosx

.2
dr xsin“x cosx

2 .
dx x°sinx

2 .
dx x° sinx cosx

65.

66.

67.

68.

/
/
/
/

dx x arccosx

dzx z* arccos

d
v 1+4x2

Cot
dx

arctan(2z)

1 — cos( 23:

AM1-21/22-15

89. /d:p sinzcosz e ?

90. /dw arcsin (M)

91. /d:c e [bsin(wz) + ccos(wz)]
92. /dac (€** + e *") arctan(e”)

UWAGA: zwrdcié uwage na dziedziny wszystkich funkcji oraz zakresy wartosci parametru a !!!

Inx

log,

sin x

COS T

tanx

cotx

arcsin x

arccos r

arctan x

arccot x

/f(x)da: (bez stalej catkowania)

{ (a+ 1)tz (a # —1)
In |z| (a=-1)
“(lna)™"
rlnx —x

zrlog,x —x (Ina)”
— COS T

sin

—In|cosz|

In | sin z|

rarcsinz + (1 — 2?)

o= NI

zarccosz — (1 — 2?)

1
r arctanz — 5 In (1 + 2%)

1
T arccot T + 3 In (1 + %)
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7 Calka oznaczona

Y
Problem - pole trapezu krzywoliniowego: y=F(x)
Jakie jest pole powierzchni zawartej pomiedzy krzywa y = f(z), osia OX, oraz prostymi row-
noleglymi do osi OY przechodzacymi przez punkty x =a iz = b?
n
P Z Az - f(i’k), Az = zp — Tk—1, T € [ZEk_l,.Ik} i
k=1 a i b
0 Xo  Xg X, X3 Xg X

Suma i calka Riemanna
b

P = lim Z Axy - f(Zr) = /dmf(m) (calka oznaczona, a i b - dolna i gérna granica catkowania)
k=1

n—oo

a

1. lim max{Azp} =0

n—oo

2. granica nie zalezy od sposobu podzialu odcinka (a,b)

3. granica nie zalezy od punktéw, w ktorych liczone sa wartosci f(z)

Podstawowe wlasnosci

/:d:rf(x):ﬂ, /abdxf(x)—_/badmf(x), /abdxf(z)—/acdwf(x)+/cbdmf(f’f)

b
f(z) >0 dla z € (a,b) :>/ dxf(z) >0

b b
f(x) > g(z) dla z € (a,b) :>/ dx f(z) 2/ dzg(z)

Twierdzenie o wartosci $redniej
Jesli f(x) jest ciagla i ograniczona na (a,b), to:

/ dx f(z) = f(z)(b—a), dla pewnego T € [a, ]

Podstawowy wzoér rachunku catkowego

i [ s = s

b
/d:lcf(nﬁ):F(b)fF(a)7 gdzie /dmf(a:):F(x)+C’

Calkowanie przez podstawienie (zamiane zmiennych)
Jesli x = g(y) jest funkcja wzajemnie jednoznaczna, to:

/ d:vf(w)Z/ dyf (9(y)) g'(y) , gdzie u=g '(a),v=yg""(b)

Calki niewlasciwe

Jesli obszar catkowania jest nieograniczony [a, 00], [00, b],[00, 00], to:

oo b b b oo b
/ dzf(x) = blirgo/ dz f(x); / dzf(x) = lim dz f(x); / def(x) = lim lim dzf(x).

a——o0 a——o0 b—oo
e oo

Jesli w przedziale calkowania [a, b] funkcja jest nieograniczona, tzn. 3  lim f(x) — £oo, to:
c€la,b] T—cC

b c1 b
/ dzf(z) = lim dxf(x) + lim dzf(x)
a c1 ¢ a co\c s
b b—e

b b
Jedlic=a, to/ dz f(x) = lim dz f(x); jeslic=0b, to/ dzr f(z) = lim dz f(x).

e—0t ate e—0T



Zadania

Obliczy¢ nastepujace catki oznaczone :

N

w

-~

o

o

=

%

10.

11.

20.

21.

2
/dmx
—2
2
/dx:c2
—2
2
/d:tc:c3
—2

4
/dx
1
1
/dx
0

V2z +1
V1—22

2
/dx(a:3+a:) 2?2 +1
0

1
-1 )
d -
/O e
e 1
d
e 1—=x
d
/1 @ — 2z + 2)2
o 11—z
d.
/1 x(x2—2a7+1)3
/de Vrri+1
o (z+1)2+V1+z
In2 2z
/ dx ©
me Ltef

22.

23.

24.

25.

26.

27.

28.

29.

30.

31.

32.

33.

34.

35.

36.

w
=

\Nﬁhh

S

38.

39.

40.

41.

D

S

[NE)

(SE]

i
o
12

B oy

—

ol

[NE

"’ﬁh\
&

(SRS

[SERVH

3

N
=]

U
8
2.
=
w
—~
8
N

dz cos®(x)

dz sin® (z)

dz cos(2z) sin(3x)

cos(2z)
sin?

dx

cos?(2z)
sin(4x)

<9
8

COsS ™

V1+sinzx

<Y
8

)2

T

dx % sin(v/4z)

—-
~
w

-

[NE

-

ol

“*\‘\‘ —

dz x cos(3mx)

)

IS8
8
(s
N
8
Q
o
9]
/N
I

1
dx arccos (590)

Sk
<8
8

(1 + z?)arccotz

dz artan(2x)

dz (4z — 3)arcos(z)

-
NS
v

arctan (%)
2 +4

dx {xsinaz—i—sin(x — g)} In (

dx

T

™

)
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8 Roéwnania rézniczkowe

Roéwnanie rézniczkowe zwyczajne rzedu n
T - zmienna niezalezna,
F (y<"), y("fl), R y(l),y, x) =0 y - nieznana roézniczkowalna funkcja x, zmienna zalezna y = y(x)
Rozwigzanie (scalkowanie) réwnania rézniczkowego oznacza znalezienie wszystkich funkcji y(z) spelniajacych to rownanie.
rozwigzanie ogoélne (0) y, = yo(z;C1,...,Cr) - rodzina funkcji zmiennej & sparametryzowana przez n statych catkowania {C;}7_,

rozwiazanie szczegolne (s) ys = ys(z) - jedna z funkcji z rodziny funkcji yo, o konkretnej wartosci przynajmniej jednego z parame-
trow Cj
Roéwnanie rézniczkowe zwyczajne pierwszego rzedu F(y,y,z) =0
rozwigzanie ogélne (0) Yy, = yo(z;C) - rodzina funkcji zmiennej = sparametryzowana przez C (staly calkowania)

rozwiazanie szczegoélne (s) ys = ys(z) - jedna z funkcji z rodziny yo.(x; C) o konkretnej wartosci parametru C



