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Analiza Matematyczna 1 � 2021/22
dr hab. Jan Iwaniszewski, prof. UMK

Wykªad (dla studentów I roku kierunków: Fizyka, Fizyka Techniczna, Astronomia, Automatyka i Robotyka, Informatyka
Stosowana) wprowadza podstawowe poj¦cia, operacje i metody analizy matematycznej stosowane w �zyce i technice. Gªówny
nacisk poªo»ony jest na intuicyjne zrozumienie istoty poszczególnych operacji, a przede wszystkim na zdobycie biegªo±ci
rachunkowej. Do wykªadu prowadzone s¡ ¢wiczenia rachunkowe. Zaliczenie przedmiotu nast¦puje po zaliczeniu ¢wicze« i
zdaniu egzaminu ko«cowego.

Tre±¢ wykªadu

1. liczby, zbiory liczb, relacje, funkcje - badane obiekty

2. ci¡gi, szeregi, granice, zbie»no±¢

3. rachunek ró»niczkowy - pochodna, ró»niczka, szereg Taylora

4. rachunek caªkowy - caªka nieoznaczona i oznaczona

5. równania ró»niczkowe

6. metody przybli»one

7. praktyczne wykorzystanie narz¦dzi analizy matematycznej

Zalecana literatura

1. W. Krysicki, L. Wªodarski, Analiza matematyczna w zadaniach, T. I-II (PWN, Warszawa, 2019, 2020)

2. J. Stewart, Calculus (PWN, Warszawa, 2020)

3. G. M. Fichtenholz, Rachunek ró»niczkowy i caªkowy, T. I-III (PWN, Warszawa, 2020)

4. W. Korczak, M. Trajdos, Wektory, pochodne, caªki ((PWN, Warszawa, 2018)

5. K. Niedziaªomski, R. Kowalczyk, C. Obczy«ski, Granice i pochodne. Metody rozwi¡zywania zada« (PWN, Warszawa,
2013)

6. C. Obczy«ski, R. Kowalczyk, K. Niedziaªomski, Caªki. Metody rozwi¡zywania zada« (PWN, Warszawa, 2012)

7. R. Leitner, W. Matuszewski, Z. Rojek, Zadania z matematyki wy»szej cz.1,2 (WNT, Warszawa, 2017)

8. J. Bana±, S. W¦drychowicz, Zbiór zada« z analizy matematycznej, (PWN, Warszawa, 2018)

9. M. Gewert, Z. Skoczylas, Analiza matematyczna 1:

• De�nicje, twierdzenia, wzory, (O�cyna Wydawnicza GIS, Warszawa, 2015)

• Przykªady i zadania, (O�cyna Wydawnicza GIS, Warszawa, 2014)

• Kolokwia i egzaminy, (O�cyna Wydawnicza GIS, Warszawa, 2017)

10. M. Gewert, Z. Skoczylas, Analiza matematyczna 2:

• De�nicje, twierdzenia, wzory, (O�cyna Wydawnicza GIS, Warszawa, 2016)

• Przykªady i zadania, (O�cyna Wydawnicza GIS, Warszawa, 2016)

• Kolokwia i egzaminy, (O�cyna Wydawnicza GIS, Warszawa, 2012)

11. W. Leksi«ski, I. Nabiaªek, W. �akowski, Matematyka dla studiów eksperymentalnych (WNT, Warszawa, 1977)

12. K. Szaªajko, Matematyka T.1 (PWN, Warszawa, 1984)

13. S. Romanowski, W. Wrona, Matematyka wy¹sza dla studiów technicznych (PWN, Warszawa, 1962)

Poradniki, tablice,...

14. I. N. Bronsztejn, K. A. Siemiendiajew, Matematyka, poradnik encyklopedyczny (PWN, Warszawa,
2019)

15. G. A. Korn, T. M. Korn, Matematyka dla pracowników naukowych i technicznych, cz. 1 i 2 (PWN, Warszawa, 1983)

16. red. I Dziubi«ski, T. �wi¡tkowski, Poradnik Matematyczny, cz.1 i 2 (PWN, Warszawa, 1985)

17. B. Piªat, M. J. Wasilewski, Tablice caªek (WNT, Warszawa, 1983)



AM1-21/22 � 2
Zasady zaliczenia

• �wiczenia

� kartkówki,

� zadania domowe � (min. 200 zada« do zrobienia)
min. 20 zada« oddanych

� 3 kolokwia

ocena ko«cowa:
kart. (20%) + zad. dom. (10%) + kol. (70%) = suma
(100%)

• Wykªad

� egzamin:

∗ I termin � ??.02.2022, godz. ??

∗ II termin � ??.02.2022, godz. ??

ocena ko«cowa:
kolokwia (30%) + zad. egzamin. (70%) = suma
(100%)

uzyskane punkty (w %), a ocena ko«cowa:

[0− 50) ndst [50− 59) dost [59− 68) dost+

[68− 77) db [77− 86) db+ [86− 100] bdb
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1 Zbiory i liczby

Zbiory liczbowe

zbiory A,B, . . ., elementy zbioru (liczby) a, b, c, . . . , x1, x2, xk
np. A := {a, b, c, . . .}, B := {b : warunek}, X := {xk : xk = 2k}∞k=0 = {2k}∞k=0

• liczby naturalne
N = {1, 2, 3, . . .}

• liczby caªkowite
Z = {m : m ∈ N lub m = 0 lub −m ∈ N}

• liczby wymierne

Q =
{
q : q =

m

n
,m ∈ Z i n ∈ N

}
• liczby rzeczywiste

R = Q ∪Q (Q � liczby niewymierne)

• liczby zespolone
C =

{
c = a+ i b : a ∈ R i b ∈ R i i2 = −1

}

Dla zbiorów A i B de�niujemy operacje na zbiorach:
A ∪ B := {c : c ∈ A lub c ∈ B} suma
A ∩ B := {c : c ∈ A i c ∈ B} iloczyn, przekrój
A \ B := {c : c ∈ A i c 6∈ B} ró»nica
A ⊂ B := {c : c ∈ A ⇒ c ∈ B} zawieranie si¦, inkluzja,

A jest podzbiorem B
A× B = {(a, b) : a ∈ A, b ∈ B} iloczyn kartezja«ski
R× R ≡ R2, R× R× R ≡ R3

N ⊂ Z ⊂ Q ⊂ R ⊂ C

Kwanty�katory:

kwanty�kator ogólny: ∀ lub ∧ � "dla ka»dego", ka»dy element zbioru speªnia warunek, np. ∀
a∈A

, ∀
x<x0

kwanty�kator szczegóªowy: ∃ lub ∨ � "istnieje", przynajmniej jeden element zbioru speªnia warunek, np. ∃
a∈A

, ∃
x>x0

Zbiór ograniczony A ⊂ R
• ograniczenie od góry:

� je»eli ∃
M∈R

∀
x∈A

x ¬M , to zbiór A jest ograniczony z góry,

� M - kraniec górny zbioru,

� je»eli zbiór jest nieograniczony z góry, to M =∞,

� najmniejszy kraniec górny to kres górny M∗ = min {M} = supA (supremum)

• ograniczenie od doªu:

� ∃
m∈R

∀
x∈A

x ­ m ⇒ zbiór A ograniczony z doªu,

� m - kraniec dolny zbioru,

� je»eli zbiór jest nieograniczony z doªu, to m = −∞,

� najwi¦kszy kraniec dolny to kres dolny m∗ = max {m} = infA (infimum)

• zbiór ograniczony z góry i z doªu ⇔ zbiór ograniczony

Reguªy zaokr¡gle«:

metoda 1 liczby, których cz¦±¢ odrzucana w wyniku zaokr¡glania ma posta¢:

• 4 ∗ ∗∗ - zaokr¡glenie w dóª, np. 1.7437 ≈ 1.7,

• 5 i 5 ∗ ∗∗ - zaokr¡glenie w gór¦, np. 1.7537 ≈ 1.8,

metoda 2 liczby, których cz¦±¢ odrzucana w wyniku zaokr¡glania ma posta¢:

• 4 ∗ ∗∗ - zaokr¡glenie w dóª, np. 1.7437 ≈ 1.7,

• 5 ∗ ∗∗ - zaokr¡glenie w gór¦, np. 1.7537 ≈ 1.8,

• 5 - zaokr¡glenie do parzystej, np. 1.75 ≈ 1.8, 1.85 ≈ 1.8,

(po wybraniu metody nale»y w danym opracowaniu systematycznie stosowa¢ tylko t¦ metod¦)

Szacowanie nieznanej wielko±ci:

1. wyra»enie poszukiwanej wielko±ci mo»liwie prostym wzorem,

2. oszacowanie warto±ci wielko±ci wyst¦puj¡cych we wzorze,

3. oszacowanie wyra»enia liczbowego
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Przedrostki liczbowe

wielokrotno±ci podwielokrotno±ci

103 kilo k 10−3 mili m
106 mega M 10−6 mikro µ
109 giga G 10−9 nano n
1012 tera T 10−12 piko p
1015 peta P 10−15 femto f
1018 eksa E 10−18 atto a

101 deka da 10−1 decy d
102 hekto ha 10−2 centy c

Zadania

Szacowanie rz¦du wielko±ci

1. Oszacowa¢ warto±¢ liczbow¡
1213.14 · 10−19 · 8π

(0.500873 · 103 − 499937 · 10−3) · (1.4 · 103)8

2. Ile wentylatorów o wydajno±ci 1200m3/godz nale»y zamontowa¢ w sali 26, by powietrze byªo caªkowicie wymieniane 2
razy na godzin¦?

3. Promie« Wszech±wiata szacuje si¦ na 1026m, a liczb¦ nukleonów we Wszech±wiecie na 1080. Oszacowa¢ mas¦ Wszech-
±wiata, ±redni¡ g¦sto±¢ materii i ±redni¡ ilo±¢ nukleonów w 1m3.

4. (Feynman T I cz. 1 s. 365) Dawno temu, w erze paleozoicznej kropla popoªudniowej ulewy upadªa na bªotnist¡ równin¦,
pozostawiaj¡c trwaªy ±lad. �lad ten w postaci skamieliny odkopaª pewnego upalnego dnia w wiele lat pó¹niej student
geologii. Wys¡czywszy do dna wod¦ ze swojej manierki student ten bezskutecznie si¦ zastanawiaª, ile cz¡steczek wody
z tej staro»ytnej kropli mogªo znajdowa¢ si¦ w manierce, któr¡ przed chwil¡ opró»niª. Spróbuj Ty oceni¢ t¦ liczb¦.

5. Oszacowa¢ jaki rezultat osi¡gn¡ªby skoczek wzwy» na Ksi¦»ycu, je»eli przyspieszenie grawitacyjne jest tam 6-krotnie
mniejsze ni» na Ziemi.

6. Ciekªy hel ma g¦sto±¢ ρ = 0.13 g/cm3. Oszacowa¢ warto±¢ promienia atomu He zakªadaj¡c, »e atomy s¡ upakowane w
najg¦stszej mo»liwej kon�guracji, która wypeªnia 74% przestrzeni.

7. Jaki wpªyw na wyniki konkurencji biegowych miaªo ustawienie strzelaj¡cego z pistoletu startera na murawie stadionu?
Dlaczego obecnie zawodnicy maj¡ gªo±niki wmontowane w bloki startowe? Jak to pogodzi¢ z faktem, »e na mecie
fotokomórka ustawiona jest w dalszym ci¡gu z boku bie»ni?

8. Cegªa wa»y kilogram i póª cegªy. Ile elektronów zawiera jedna cegªa? (Gªównym skªadnikiem glinek ceramicznych jest
kaolinit Al2Si2O9H4.)

2 Ci¡gi liczbowe

De�nicje:

ci¡g liczb naturalnych 1, 2, 3, 4, . . . , n, , . . .
ci¡g liczbowy x1, x2, x3, x4, . . . , xn, . . . = {xn}∞n=1, {xn} ⊂ N× R

Klasy ci¡gów:

ci¡gi monotoniczne: rosn¡cy ∀
n∈N

xn < xn+1 malej¡cy ∀
n∈N

xn > xn+1

ci¡gi ograniczone: z doªu ∃
m∈R

∀
n∈N

xn ­ m z góry ∃
M∈R

∀
n∈N

xn ¬M

Ci¡g ograniczony z doªu i z góry to ci¡g ograniczony.

Zbie»no±¢ i granice ci¡gów

Je»eli ∀
ε>0
∃
N
∀

n>N
|xn − a| < ε, to a jest granic¡ ci¡gu. Zapisujemy: lim

n→∞
xn = a , xn −→

n→∞
a .

szczególny przypadek a = 0: lim
n→∞

xn = 0 , xn −→
n→∞

0

Je»eli xn −→
n→∞

a i |a| <∞ , to (xn − a) −→
n→∞

0.

Ci¡g, który ma granic¦, to ci¡g zbie»ny. Ci¡g, który nie jest zbie»ny, jest rozbie»ny.

Je»eli ∀
E>0

∃
N
∀

n>N
E < xn , to ci¡g ma granic¦ niesko«czon¡. Zapisujemy: lim

n→∞
xn =∞ , xn −→

n→∞
+∞.

Podobnie: lim
n→∞

xn = −∞ , xn −→
n→∞

−∞.

W tych przypadkach ci¡g {xn} jest rozbie»ny do ±∞
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Twierdzenia o granicach ci¡gów

kryterium zbie»no±ci Bolzano: Ci¡g {xn} ma granic¦ sko«czon¡ ⇔ ∀
ε>0
∃
N

∀
n,m>N

|xn − xm| < ε .

dziaªania na ci¡gach: Je»eli lim
n→∞

xn = a, lim
n→∞

yn = b i c = const, to:

• granica iloczynu przez liczb¦ lim
n→∞

[c · xn] = c · a
• granica sumy lim

n→∞
[xn + yn] = a+ b

• granica iloczynu lim
n→∞

[xn · yn] = a · b

• granica ilorazu lim
n→∞

[
xn
yn

]
=
a

b
(dla b 6= 0)

• Je»eli lim
n→∞

xn = 0 i {yn} jest ci¡giem ograniczonym, to lim
n→∞

[xn · yn] = 0.

• Je»eli ∀
n
xn ¬ yn ¬ zn , oraz lim

n→∞
xn = lim

n→∞
zn = a, to lim

n→∞
yn = a.

Twierdzenie: Je»eli ci¡g monotonicznnie rosn¡cy {xn} jest ograniczony z góry ∃
M
∀
n
xn ¬ M to ma on granic¦ sko«czon¡.

Je±li nie jest ograniczony to granic¡ jest +∞. Analogicznie dla ci¡gu monotonicznie malej¡cego.

liczba Eulera e xn =
(

1 +
1
n

)n
−→
n→∞

e ≈ 2.71828

Zadania

Obliczy¢ granice ci¡gów:

1. xn = n− 2
n2 + 3n3 − 4

n4

2. xn =
6n4 + 4n3 + 3n− 1

4n3 + 3n− 1

3. xn =
3n4 − 2n3 − 4

2n5 + 3n4 − 2n3 − 4

4. xn =
4

1
n −

1
n2 + 1

n3 −
1
n4

5. xn =
(

2n2 − 3n+ 1
3n2 + 2n− 1

)−n

6. xn =
2n− 4
n2

7. xn =
2n− 4
n2

8. xn = 3n

9. xn = (−3)n

10. xn =
(−1)n

n

11. xn =
1−
√
n

1 +
√
n

14. cn =
(

2 +
1
n

)n
15. cn =

(
1 +

2
n

)n

16. cn =
(

1 +
1
n

)2n

20. wn = sin(2n− 1)

21. wn =
sin(2n+ 3)

3n− 2

17. cn = n ln(1 + n)− n ln(n)

18. cn = (1 + n) ln(1 + n)− n ln(n)

19. cn = n ln(1 + n)− (1 + n) ln(n)

22. wn = sin(3n+ 1) · cos(3n− 1)

23. wn = (3n− 2) sin(2n+ 3)

24. wn = cos
(

2π
n+ 2π

)
25. wn = (2n− 1)ctg

(π
n

)
12. xn =

2− 3
√

6n2 − 3n+ 4

3 + 2
√

3n3 + 4n2 − n+ 2
13. xn =

3
√

27n2 + 3n+ 4− 3
√

8n2 − 2n+ 1
3
√

6n− 7
26. wn = sin(n+α) sin(n+β) +

+ cos(n+ α) cos(n+ β)
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3 Funkcje

Liczba a zmienna

• liczba � oznacza konkretny element zbioru (liczbowego), konkretn¡ warto±¢ danej wielko±ci (�zycznej),

• zmienna � oznacza dowolny element zbioru (liczbowego), pewn¡ wielko±¢ (�zyczn¡) bez precyzowania jej konkretnej
warto±ci
zmienna x zadana jest przez zbiór swoich warto±ci X, czyli x ∈ X, zbiór X to obszar zmienno±ci zmiennej x
gdy X ⊂ Z to x jest zmienn¡ dyskretn¡, gdy X ⊂ R to x jest zmienn¡ ci¡gª¡

• funkcja � opisuje relacj¦ zachodz¡ca mi¦dzy ró»nymi zmiennymi, ró»nymi wielko±ciami (�zycznymi)

Odwzorowanie i funkcja

odwzorowanie: � wzajemne przyporz¡dkowanie sobie elementów (liczb) dwóch zbiorów: X 3 x 7→ y ∈ Y
Je»eli odwzorowanie jest jednoznaczne (jednej warto±ci x odpowiada tylko jedna warto±¢ y), to odwzorowanie nazywa si¦
funkcj¡: X 3 x 7→ y = f(x) ∈ Y , X - dziedzina, zbiór argumentów, Y - przeciwdziedzina, zbiór warto±ci

Je»eli jednej warto±ci y odpowiada tylko jedna warto±¢ x, to funkcja jest wzajemnie jednoznaczna.

oznaczenia funkcji np.: y = f(x) , y = g(x) , a = h(b), . . ., ale te» np. y = y(x)

Rodzaje funkcji

• funkcje zªo»one y = f(g(x))

• funkcje odwrotne y = f−1(x), czyli x = f(y)

Klasy funkcji

• parzysta ∀
x
f(−x) = f(x),

• nieparzysta ∀
x
f(−x) = −f(x),

• okresowa ∃
x0
∀
x
f(x+ x0) = f(x),

• ograniczona z doªu ∃
m∈R

∀
x

f(x) ­ m,

• ograniczona z góry ∃
M∈R

∀
x

f(x) ¬M ,

• ograniczona ∃
m,M∈R

∀
x

m ¬ f(x) ¬M ,

• monotoniczne rosn¡ca x1 < x2 ⇒ f(x1) < f(x2),

• monotoniczne malej¡ca x1 < x2 ⇒ f(x1) > f(x2),

Funkcje elementarne i do nich odwrotne

• pot¦gowe y = xp

• wykªadnicze y = ax (a > 0), ex ≡ expx, • logarytmiczne y = loga x (a > 0), loge x ≡ lnx, log2 x ≡ lg x
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• trygonometryczne y = sinx, cosx, y = tanx(= tgx), cotx(= ctgx)

• cyklometryczne y = arcsinx, arccosx, y = arctanx(= arctgx), arccotx(= arcctgx)

Zadania

1. Okre±li¢ dziedzin¦ i przeciwdziedzin¦ wszystkich funkcji elementarnych (w przypadku funkcji wykªadniczej i logaryt-
micznej uwzgl¦dni¢ wszystkie mo»liwe warto±ci parametru a).

2. Korzystaj¡c z wzorów na sin(a+ b), cos(a+ b) i jedynki trygonometrycznej:

(a) znale¹¢ wzór na tg(a+ b) i ctg(a+ b),

(b) przedstawi¢ sin(a)± sin(b) oraz cos(a)± cos(b) w postaci iloczynu funkcji sin i cos,

(c) przedstawi¢ ka»d¡ funkcj¦ trygonometryczn¡ przez ka»d¡ inn¡ funkcj¦ (wzi¡¢ pod uwag¦ warto±ci x w ró»nych
¢wiartkach ukªadu wspóªrz¦dnych)

(d) przedstawi¢ wszystkie funkcje trygonometryczne od argumentu poªówkowego a/2 (np. sin(a/2)) przy pomocy
funkcji od argumentu a i odwrotnie.

3. Upro±ci¢ wyra»enia:

(a)
sinx± sin y
cosx± cos y

(b)
sinx+ sin y
sinx− sin y

(c)
cosx− cos y
cosx+ cos y

(d)
tan a+ tan b
tan a− tan b

+
cot a+ cot b
cot a− cot b

(e)

tan a+ tan b
cot a+ cot b

+ 1

tan a− tan b
cot a− cot b

− 1

(f) cos(4 arccos(x))

(g) sin(2 arctan(x))

(h) arcsin
(

1− tan(x)2

1 + tan(x)2

)

(i) arccos
[

1√
2

(
cos(x) + cos(x− π

2
)
)]

(j) arctan
(

1
tanx+ cot y

− 1
cotx+ tan y

)

(k) arccot

[√
1− sin(2x)2

− sin(2x)

]

(l) arcsin
[√

2 cos
(
x+ arcsin

(
− 1√

2

))
− cosx

]
(m) ln

[
1

(cos (arctanx))2 − 2 cos
(
−π

3

)]
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Granica funkcji

Je»eli ∀
ε>0
∃
δ

∀
|x−x0|<δ

|f(x)− a| < ε , to a jest granic¡ funkcji. Zapisujemy: lim
x→x0

f(x) = a lub f(x) −→
x→x0

a .

granica lewostronna (x < x0): lim
x↗x0

f(x) = lim
x→x−0

f(x) = a ,

granica prawostronna (x > x0): lim
x↘x0

f(x) = lim
x→x+0

f(x) = a ,

Je»eli istnieje granica lewostronna lim
x↗x0

f(x) = a i pra-

wostronna lim
x↘x0

f(x) = b, oraz a = b, to istnieje granica

lim
x→x0

f(x) = a.

Dziaªania na granicach: Je»eli lim
x→x0

f(x) = a i lim
x→x0

g(x) = b, to:

granica iloczynu przez skalar lim
x→x0

[c · f(x)] = c · a (c-dowolna staªa)

granica sumy lim
x→x0

[f(x) + g(x)] = a+ b

granica iloczynu lim
x→x0

[f(x) · g(x)] = a · b

granica ilorazu lim
x→x0

[
f(x)
g(x)

]
=
a

b
(dla b 6= 0)

granica funkcji zªo»onej Je»eli lim
x→x0

f(x) = a i lim
x→a

g(x) = b, to lim
x→x0

g(f(x)) = b

Je»eli dla ka»dego x w pewnym otoczeniu punktu x0 zachodzi f(x) ¬ g(x) ¬ h(x) oraz lim
x→x0

f(x) = lim
x→x0

h(x) = a,

to lim
x→x0

g(x) = a.

pewne granice: lim
x→0

sin(x)
x

= 1 lim
x→∞

(
1 +

1
x

)x
= e lim

x→0

ln(1 + x)
x

= 1

Ci¡gªo±¢ funkcji

Je»eli w punkcie x = x0 istnieje granica funkcji lim
x→x0

f(x) = a oraz a = f(x0) , to funkcja f(x) jest ci¡gªa w tym punkcie.

Je»eli funkcja f(x) jest ci¡gªa w ka»dym punkcie zbioru X, to jest ci¡gªa na tym zbiorze.

Wªasno±ci ci¡gªo±ci:
Je»eli f(x) i g(x) s¡ ci¡gªe w x = x0, to iloczyn przez liczb¦, suma, iloczyn, iloraz, zªo»enie tych funkcji s¡ ci¡gªe (por.
wªasno±ci granicy).

Pewne twierdzenia dotycz¡ce ci¡gªo±ci

• Twierdzenie o warto±ci po±redniej funkcji
Je»eli funkcja f(x) jest ci¡gªa na [a, b] oraz f(a) = A, f(b) = B i A < B, to dla dowolnej liczby C takiej, »e A < C < B
istnieje x ∈ [a, b] taki, »e f(x) = C.

• Twierdzenie o ograniczono±ci funkcji
Je»eli funkcja f(x) jest ci¡gªa na [a, b] (przedziaª domkni¦ty), to funkcja jest ograniczona, tzn. istniej¡ liczby m i M
takie, »e m ¬ f(x) ¬M dla ka»dego x ∈ [a, b].

• Twierdzenie o warto±ci najwi¦kszej i najmniejszej funkcji
Je»eli funkcja f(x) jest ci¡gªa na [a, b] (przedziaª domkni¦ty), to osi¡ga ona w tym przedziale swój kres górny i kres
dolny, tzn. istniej¡ x1, x2 ∈ [a, b] takie, »e f(x1) ¬ f(x) ¬ f(x2) dla ka»dego x ∈ [a, b].

• Twierdzenie o istnieniu funkcji odwrotnej
Je»eli funkcja f(x) jest monotoniczna (rosn¡ca lub malej¡ca) i ci¡gªa na [a, b], to na przedziale warto±ci tej funkcji
okre±lona jest funkcja do niej odwrotna x = f−1(y) tak»e monotoniczna (odpowiednio rosn¡ca lub malej¡ca).
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Zadania

Wyznaczy¢ nast¦puj¡ce granice (znak ± oznacza, »e nale»y
policzy¢ dwie ró»ne granice dla tej samej funkcji):

1. lim
x→±1

x+ 1
x3 + 1

2. lim
x→±2

x− 1
4− x2

3. lim
x→±∞

√
x2 + 1
x

4. lim
x→0,±1,±2,±∞

1− x
2x2 + 2x− 4

5. lim
x→0

√
a2 − x− a

x
, dla a > 0

6. lim
x→0

tanx
x

7. lim
x→0

tanx
arctanx

8. lim
x→0

cos 2x− 1
sin 4x

9. lim
x→π/2

(
tanx+

1
x− π/2

)

Pokaza¢, »e:

10. lim
x→−1

1 + x
1
3

1 + x
1
5

=
5
3

11. lim
x→−∞

(
1 +

1
x

)x
= e

12. lim
x→0

(1 + x)
1
x = e

13. lim
x→0

ln(1 + x)
x

= 1

14. lim
x→0

log a(1 + x)
x

=
1

ln(a)

15. lim
x→0

ex − 1
x

= 1

16. lim
x→0

ax − 1
x

= ln(a)

17. lim
x→∞

sin(x)
x

= 0

18. lim
x→0

cos(x)− 1
x2 = −1

2
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4 Ró»niczkowanie (Pochodne)

De�nicja pochodnej

granica ilorazu ró»nicowego y′ = (f(x))′ = f ′(x) = lim
∆x→0

f(x+ ∆x)− f(x)
∆x

= lim
x1→x

f(x1)− f(x)
x1 − x

Interpretacja: pochodna funkcji w danym punkcie równa jest warto±ci wspóªczynnika nachylenia (wspóªczynnika kierun-
kowego) stycznej do krzywej danej przez wykres funkcji w tym punkcie.
Ci¡gªo±¢ funkcji w punkcie x to warunek konieczny istnienia pochodnej w tym punkcie (ale nie jest to warunek dostatecz-
ny).

Wªasno±ci:

Pochodna sumy [f(x) + g(x)]′ = f ′(x) + g′(x)

Pochodna iloczynu [f(x)g(x)]′ = f ′(x)g(x) + f(x)g′(x)

Pochodna ilorazu

[
f(x)
g(x)

]′
=

f ′(x)g(x) − f(x)g′(x)
g(x)2

Pochodna funkcji zªo»onej (f [g(x)])′ = f ′(y)
∣∣
y=g(x) · g′(x)

Pochodna funkcji odwrotnej
(
f−1(x)

)′
=
[
f ′(y)

∣∣
y=f−1(x)

]−1

Ró»niczka:

• dx - ró»niczka zmiennej x - niesko«czenie maªy (in�nitezymalny) przyrost ∆x warto±ci zmiennej x

• dy = df = df(x) = f ′(x)dx - ró»niczka funkcji y = f(x) - liniowa cz¦±¢ przyrostu ∆y warto±ci funkcji przy
in�nitezymalnej zmianie dx warto±ci argumentu

Pochodne wy»szego rz¦du:

• druga pochodna y′′ = lim
∆x→0

∆y′

∆x
=

d

dx
y′ =

d

dx

{
d

dx
y

}
=
(
d

dx

)2

y =
d2

dx2 y =
d2y

dx2 = y(2) =
d2f(x)
dx2 = f (2)(x)

• pochodna n-tego rzedu y(n) = f(x)(n) =
dnf(x)
dxn

Zadania

1. Wyprowadzi¢ wzór na pochodn¡ ilorazu dwóch funkcji: (a) badaj¡c granic¦ ilorazu ró»nicowego, (b) korzystaj¡c ze wzorów na
pochodn¡ iloczynu, funkcji zªo»onej i funkcji pot¦gowej,

2. Wyznaczy¢ ró»niczk¦ sumy, iloczynu i ilorazu dwóch funkcji, oraz funkcji zªo»onej i odwrotnej.

3. Korzystaj¡c z de�nicji (granica ilorazu ró»nicowego) znale¹¢ pochodne nast¦puj¡cych funkcji:
1
x
,
x+ 1
x− 1

,
2

3− 2x
,
√
x , 2

√
3x− 1 , xe−x , cosx

x
.

4. Obliczy¢ pochodne wszystkich funkcji elementarnych korzystaj¡c tylko z de�nicji (granica ilorazu ró»nicowego), z wzorów na
pochodn¡ sumy, iloczynu, funkcji zªo»onej i funkcji odwrotnej, z obliczonych ju» pochodnych innych funkcji elementarnych, oraz
ze znanych relacji mi¦dzy funkcjami.

5. Korzystaj¡c ze znajomo±ci pochodnych funkcji elementarnych oraz ze wzorów na pochodn¡ sumy, iloczynu, itd., obliczy¢ pochodne
nast¦puj¡cych funkcji (rezultat poda¢ w mo»liwie najprostszej postaci):

1. y = 4x3 − 6x2 + 3x+ 5 ,

2. y =
(
x2 − 2x+ 3

)5
,

3. y =
4

3x3
√
x− x2

√
x3

,

4. y =

(
x2 + 3x+ 2
x2 − 3x+ 2

) 3
2

,

5. y = log10

(√
1− sinx
1 + sinx

)
,

6. y =
cot(3x) cot(2x) + 1
cot(2x)− cot(3x)

,

7. y = ln (2 sin(3x)) ,

8. y = arctan
(√

1 + x2 − x
)
,

9. y = (1− x) (x+ 0.5)2
(
2x2 − x− 1

)3
(2x+ 1)5(3x− 3)2

,

10. y = xx ,

11. y = ln
(
e2x − e−2x

)
,

12. y = alogb(x) ,

13. y =
loga

(
3x2 − 2

)
3x− 1

,

14. y = ewx [A sin(ax) +B cos(bx)] ,

15. y = sin (tan(x)) ,

16. y = x arctan(x)− 1
2

ln
(
x2 + 1

)
,

17. y = cos

[
arcsin

(√
1− x2
1 + x2

)]
.
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5 Badanie przebiegu funkcji

Wªasno±ci funkcji a jej pochodne

funkcja rosn¡ca ⇐⇒ f ′(x) > 0
funkcja malej¡ca ⇐⇒ f ′(x) < 0

ekstremum funkcji ⇐⇒ f ′(x) = 0
funkcja wypukªa ⇐⇒ f ′′(x) > 0
funkcja wkl¦sªa ⇐⇒ f ′′(x) < 0
punkt przegi¦cia ⇐⇒ f ′′(x) = 0
miejsca zerowe xi: f(xi) = 0

maksimum xmax: f ′(xmax) = 0, f ′′(xmax) < 0
minimum xmin: f ′(xmin) = 0, f ′′(xmin) > 0

punkt przegi¦cia xprzeg: f ′′(xprzeg) = 0

Pewne twierdzenia dotycz¡ce pochodnych

• Twierdzenie Darboux
Je»eli funkcja f(x) ma pochodn¡ sko«czon¡ na [a, b], to funkcja f ′(x) przyjmuje przynajmniej raz ka»d¡ warto±¢ pomi¦dzy
warto±ciami f ′(a) i f ′(b).

• Twierdzenie Lagrange'a � o warto±ci ±redniej rachunku ró»niczkowego

Je»eli funkcja f(x) jest ci¡gªa na [a, b] i ma pochodn¡ sko«czon¡ na (a, b), to istnieje taki punkt c ∈ (a, b), »e
f(b)− f(a)

b− a = f ′(c).

• Twierdzenie Cauchy'ego � uogólnione twierdzenie o warto±ci ±redniej rachunku ró»niczkowego
Je»eli funkcje f(x) i g(x) s¡ ci¡gªe na [a, b], maj¡ pochodne sko«czone na (a, b), oraz g′(x) 6= 0 na (a, b), to istnieje taki punkt

c ∈ (a, b), »e
f(b)− f(a)
g(b)− g(a)

=
f ′(c)
g′(c)

.

Wyra»enia nieoznaczone

lim
x→x0

f(x) = a, lim
x→x0

g(x) = b 6= 0 ⇒ lim
x→x0

[
f(x)
g(x)

]
=
a

b
.

Co je±li b = 0, ale tak»e a = 0? Wyra»enie nieoznaczone
0
0
(zapis symboliczny). Podobnie symbolicznie:

∞
∞ , 0 · ∞, ∞−∞ .

Reguªy de l'Hospitala

0
0

: lim
x→x0

f(x)
g(x)

= lim
x→x0

f ′(x)
g′(x)

∞
∞ :

f(x)
g(x)

=
1

g(x)
1

f(x)

→ 0
0
⇒ lim

x→x0

f(x)
g(x)

= lim
x→x0

f ′(x)
g′(x)

0 · ∞ : f(x) · g(x) =
f(x)
1

g(x)

=
g(x)
1

f(x)

→ 0
0

lub
∞
∞ ∞−∞ : f(x)− g(x) =

1
1

f(x)

− 1
1

g(x)

=
1

g(x) −
1

f(x)
1

g(x) ·
1

f(x)

→ 0
0

Asymptoty

• zbie»no±¢ do prostej równolegªej do osi ukªadu
lim

x→±∞
f(x) = a, lim

x→x0
f(x) = ±∞

• zbie»no±¢ do dowolnej prostej
lim

x→±∞
f(x) = ax+ b, lim

x→±∞
f ′(x) = a

g(x) = f(x)− ax− b, lim
x→±∞

g(x) = 0

• zbie»no±¢ do innej (prostszej) funkcji
lim

x→±∞
f(x) = ϕ(x),

g(x) = f(x)− ϕ(x), lim
x→±∞

g(x) = 0

Badanie przebiegu funkcji

• dziedzina (osobliwo±ci xs) � de�nicja f(x),

• przeciwdziedzina � de�nicja f(x),

• szczególne wªasno±ci (symetrie), np. parzysto±¢, periodyczno±¢ � de�ni-
cja f(x),

• punkty nieci¡gªo±ci (osobliwo±ci) � lim
x→xs

f(x),

• zachowania asymptotyczne � lim
x→±∞

f(x),

• miejsca zerowe � f(x0) = 0,

• obszary wzrostu i spadku warto±ci funkcji � znak f ′(x),

• ekstrema � f ′(xe) = 0,

• wkl¦sªo±¢ i wypukªo±¢ funkcji, charakter ekstremów � znak f ′′(x),

• punkty przegi¦cia � f ′′(xp) = 0.
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Zadania

Wyznaczy¢ nast¦puj¡ce granice:

1. lim
x→±2

x4 + 4x3 − 16x− 16
x3 + 2x2 − 4x− 8

2. lim
x→0

1− e−3x

sin(2x)

3. lim
x→±π

sin(x2 + π(π − 2x))
cos(3x) + 1

4. lim
x→0

sin(x)− x
sin(x) + x

5. lim
x→−1

1 + x
1
3

1 + x
1
5

=
5
3

6. lim
x→∞

ln(x)
x

7. lim
x→∞

ln(x2 + 2x+ 3)
x− 1

8. lim
x→±∞

xpeax (wszystkie przypadki a i p)

9. lim
x↘0

[x ln(x)]

10. lim
x↘0

[
ln(x) +

1
x

]
11. lim

x→1

[ 3
x3 − 1

+
5

1− x5
]

Zbada¢ przebieg funkcji:

12. y =
1

1 + x2

13. y =
x

1 + x2

14. y =
x2

1 + x2

15. y =
x3

1 + x2

16. y =
2x2 + x− 1
x2 − 2x+ 2

17. y =
1

1− x2

18. y =
x

1− x2

19. y =
x2

1− x2

20. y =
x3

1− x2

21. y =
2x2 + x− 1
x2 − 2x+ 2

22. y =
6x2 + 15x+ 5
4x2 − 11x− 3

23. y = x e2x

24. y = x2 e2x

25. y = exp(
2
x

)

26. y = x · exp(
2
x

)

27. y = x2 · exp(
2
x

)

28. y = x± arctan(2x)

29. y = x · arctan(2x)

30. y =
1
x
· arctan(2x)

31. y = x
√

(1− x2)

32. y =
x√

(x2 − 4)

33. y = 3
√

(x+ 2)2 − 3
√

(x− 2)2

34. y = ex cos(
√

3x)
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6 Caªka nieoznaczona

Funkcja pierwotna

f(x) =
dF (x)
dx

,

∫
dxf(x) = F (x) + const

Zwi¡zek z pochodn¡
d

dx

∫
dxf(x) = f(x) ,

∫
dx
df(x)
dx

= f(x) + const

Liniowo±¢ ∫
dx [af(x) + bg(x)] = a

∫
dxf(x) + b

∫
dxg(x)

Caªkowanie przez cz¦±ci ∫
dxf ′(x)g(x) = f(x)g(x)−

∫
dxf(x)g′(x)

Caªkowanie przez podstawienie (zamian¦ zmiennych)∫
dxf(x) =

∫
dyf (g(y)) g′(y) , gdzie x = g(y)

Typowe podstawienia∫
dxx f(x2) =

∫
dy f(y), gdzie y = x2∫

dx ex f(ex) =
∫
dy f(y), gdzie y = ex∫

dx cos(x) f(sin(x)) =
∫
dy f(y), gdzie y = sin(x)∫

dxh′(x) f(h(x)) =
∫
dy f(y), gdzie y = h(x)

Caªkowanie funkcji wymiernych f(x) =
Vm(x)
Wn(x)

dla n = 1, 2

(wyra»enia typu Wn(x), Vm(x), . . . oznaczaj¡ wielomiany stopnia n, m, . . .)

I. je±li m ­ n, to dzielimy licznik przez mianownik f(x) = Pm−n(x) +
Un−1(x)
Wn(x)

,

II. je±li n = 1, to caªkujemy uªamek
U0(x)
W1(x)

przez podstawienie y = W1(x),

III. je±li n = 2, to badamy rozwi¡zania równania W2(x) = 0,

1. je±li istniej¡ rozwi¡zania x1, x2, to:

a. faktoryzujemy mianownik W2(x) = a(x− x1)(x− x2)

b. rozkªadamy
U1(x)
W2(x)

na uªamki proste,

c. post¦pujemy jak w p. II

2. je±li nie istniej¡ rozwi¡zania to:

a. przedstawiamy licznik jako aW ′2(x) + b, gdzie a, b � odpowiednie staªe

b. caªkujemy a
W ′2(x)
W2(x)

przez podstawienie y = W2(x),

c. w uªamku
b

W2(x)
przedstawiamy mianownik w postaci kanonicznej W2(x) = a(x− p)2 + q,

d. przeksztaªcamy mianownik do postaci W2(x) = q

[(√
a

q
(x− p)

)2
+ 1

]
,

e. caªkujemy uªamek przez podstawienia y =
√

a
q
(x− p)
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Zadania

1. Obliczy¢ caªki nieoznaczone wszystkich funkcji elementarnych.
2. Obliczy¢ poni»sze caªki. Je»eli w której± pojawia sie parametr a, b, itd, to caªkuj¡c rozwa»y¢ wszystkie mo»liwe wrto±ci parame-
tru(trów).

1.

∫
dx

1
3− 2x

2.

∫
dx

x

3− 2x

3.

∫
dx

x2

3− 2x

4.

∫
dx

x3

3− 2x

5.

∫
dx

1
1 + x2

6.

∫
dx

x

1 + x2

7.

∫
dx

x2

1 + x2

8.

∫
dx

x3

1 + x2

9.

∫
dx

x2

4 + x6

10.

∫
dx

1
3 + 2

√
x

11.

∫
dx

√
x

3 + 2x

12.

∫
dx

√
x

3 + 2
√
x

13.

∫
dx

√
x

3
√
x+ 2x

14.

∫
dx

x√
4x2 + 1

15.

∫
dx

x√
x2 − 4

16.

∫
dx

1√
3− 2x2

17.

∫
dx

x√
3− 2x2

18.

∫
dx

x2√
3− 2x2

19.

∫
dx

x3√
3− 2x2

20.

∫
dx
x
√
x− 2x

5
2

x
3
2 −
√
x

21.

∫
dx

2x
3
2 − 3x
3
√
x

22.

∫
dx

3
9x2 + 4

23.

∫
dx

3x
9x2 + 4

24.

∫
dx

3x2

9x2 + 4

25.

∫
dx

1
x2 + 3x− 4

26.

∫
dx

x

x2 + 3x− 4

27.

∫
dx

x2

x2 + 3x− 4

28.

∫
dx

4x+ 6
x2 + 3x− 4

29.

∫
dx

1
x2 − 4x+ 5

30.

∫
dx

x

x2 − 4x+ 5

31.

∫
dx

x2

x2 − 4x+ 5

32.

∫
dx

7x
2x2 − 5x− 3

33.

∫
dx

1 + x

2x2 + 4x+ 3

34.

∫
dx

x2

x2 + 3x− 4

35.

∫
dx

x2 + 2x+ 6
2x2 − 5x− 3

36.

∫
dx

x3 + 1
x2 − 5x− 6

37.

∫
dx cos2x

38.

∫
dx cos3x

39.

∫
dx cos4x

40.

∫
dx x sinx

45.

∫
dx x sin(2x2 − 3)

46.

∫
dx (2x2 − 3) sinx

47.

∫
dx

cosx
1 + 4 sinx

48.

∫
dx

cosx
1 + 4 sin2x

49.

∫
dx

sin(2x)
4− cos2x

50.

∫
dx

1
1 + cos 2x

51.

∫
dx

1
1 + cosx

52.

∫
dx

sinx√
1 + cos 2x

53.

∫
dx

ex

2 + 3ex

54.

∫
dx

e2x + e−x

1 + 2e2x

55.

∫
dx xex

56.

∫
dx x2ex

57.

∫
dx x ex

2

58.

∫
dx x lnx

59.

∫
dx ln(x2 − 3)

60.

∫
dx x2 lnx

61.

∫
dx x ln(x2)

62.

∫
dx x(sinx)2

63.

∫
dx x2(cosx)2

64.

∫
dx [x (cos(x2)]3

69.

∫
dx

cotx√
cot2x+ 1

70.

∫
dx x2 arctan(2x)

71.

∫
dx cosx arccos(sinx)

72.

∫
dx cosx arccos(sin 2x)

73.

∫
dx sinx arccos(sin 3x)

74.

∫
dx

3x3 − 7x2 + 2x+ 4
3x2 − 4x− 4

75.

∫
dx

3x3 − 2x2 + 5x+ 1
5x2 + 2x+ 1

76.

∫
dx

6x4

3x2 + 6x+ 7

77.

∫
dx
x4 − 2x3 + 3x2 − 4x+ 7

2x2 − 5x− 3

78.

∫
dx

−2x2 + 2x
x3 − 3x2 + 4x− 2

79.

∫
dx

9x3 − 9x2 + 8x− 4
6x3 − 10x2 + 7x− 2

80.

∫
dx

7x2(x2 + x− 5)
6x2 − 11x+ 2

81.

∫
dx

7x2(x2 + x− 5)
6x2 − 11x+ 2

82.

∫
dx

5x4 − bx3 − 10x2 + 7x
5x3 − 3x2 − 8x

83.

∫
dx

[5 + 6 cos(2x)] sinx
4− cos2x

84.

∫
dx (2x− 3) e2x

2−6x

85.

∫
dx (2x2 − 6x) e2x−3

86.

∫
dx tan(x) ln(cosx)

87.

∫
dx

(
3x+

x3

3

)−1
· x

1 + arccot(x3 )

88.

∫
dx sin(ax) cos(bx)
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41.

∫
dx x sinx cosx

42.

∫
dx x sin2x cosx

43.

∫
dx x2 sinx

44.

∫
dx x2 sinx cosx

65.

∫
dx x arccosx

66.

∫
dx x2 arccosx

67.

∫
dx

arctan(2x)
1 + 4x2

68.

∫
dx

cot(x)
1− cos(2x)

89.

∫
dx sinx cosx e−3x

90.

∫
dx arcsin

(√
1− x2

)
91.

∫
dx eax [b sin(wx) + c cos(wx)]

92.

∫
dx (e2x + e−2x) arctan(ex)

Pochodne i caªki funkcji elementarnych

UWAGA: zwróci¢ uwag¦ na dziedziny wszystkich funkcji oraz zakresy warto±ci parametru a !!!

f(x)
d

dx
f(x)

∫
f(x)dx (bez staªej caªkowania)

−−−−−−−− −−−−−−−−−−−− −−−−−−−−−−−−−−−−

xa axa−1

 (a+ 1)
−1xa+1 (a 6= −1)

ln |x| (a = −1)
ex ex ex

ax ax (ln a) ax (ln a)−1

lnx x−1 x lnx− x
loga x x−1 (ln a)−1 x loga x− x (ln a)

−1

sinx cosx − cosx
cosx − sinx sinx
tanx (cosx)−2 − ln | cosx|
cotx −(sinx)−2 ln | sinx|

arcsinx (1− x2)−
1
2 x arcsinx+ (1− x2)

1
2

arccosx −(1− x2)−
1
2 x arccosx− (1− x2)

1
2

arctanx (1 + x2)−1 x arctanx− 1
2
ln (1 + x2)

arccotx −(1 + x2)−1 x arccotx+
1
2
ln (1 + x2)
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7 Caªka oznaczona

Problem - pole trapezu krzywoliniowego:

Jakie jest pole powierzchni zawartej pomi¦dzy krzyw¡ y = f(x), osi¡ OX, oraz prostymi rów-
nolegªymi do osi OY przechodz¡cymi przez punkty x = a i x = b?

P ≈
n∑
k=1

∆xk · f(x̃k), ∆xk = xk − xk−1, x̃k ∈ [xk−1, xk]

Suma i caªka Riemanna

P = lim
n→∞

n∑
k=1

∆xk · f(x̃k) =

b∫
a

dxf(x) (caªka oznaczona, a i b - dolna i górna granica caªkowania)

1. lim
n→∞

max {∆xk} = 0

2. granica nie zale»y od sposobu podziaªu odcinka (a, b)

3. granica nie zale»y od punktów, w których liczone s¡ warto±ci f(x)

Podstawowe wªasno±ci∫ a

a

dxf(x) = 0 ,

∫ b

a

dxf(x) = −
∫ a

b

dxf(x) ,

∫ b

a

dxf(x) =

∫ c

a

dxf(x) +

∫ b

c

dxf(x)

f(x) ­ 0 dla x ∈ (a, b) ⇒
∫ b

a

dxf(x) ­ 0

f(x) ­ g(x) dla x ∈ (a, b) ⇒
∫ b

a

dxf(x) ­
∫ b

a

dxg(x)

Twierdzenie o warto±ci ±redniej
Je±li f(x) jest ciagªa i ograniczona na (a, b), to:∫ b

a

dx f(x) = f(x̃)(b− a) , dla pewnego x̃ ∈ [a, b]

Podstawowy wzór rachunku caªkowego
d

dx

∫ x

a

dy f(y) = f(x)∫ b

a

dx f(x) = F (b)− F (a) , gdzie

∫
dx f(x) = F (x) + C

Caªkowanie przez podstawienie (zamian¦ zmiennych)
Je±li x = g(y) jest funkcj¡ wzajemnie jednoznaczn¡, to:∫ b

a

dx f(x) =

∫ v

u

dyf (g(y)) g′(y) , gdzie u = g−1(a) , v = g−1(b)

Caªki niewªa±ciwe

Je±li obszar caªkowania jest nieograniczony [a,∞], [∞, b],[∞,∞], to:∫ ∞
a

dxf(x) = lim
b→∞

∫ b

a

dxf(x);

∫ b

−∞
dxf(x) = lim

a→−∞

∫ b

a

dxf(x);

∫ ∞
−∞

dxf(x) = lim
a→−∞

lim
b→∞

∫ b

a

dxf(x) .

Je±li w przedziale caªkowania [a, b] funkcja jest nieograniczona, tzn. ∃
c∈[a,b]

lim
x→c

f(x)→ ±∞, to:

∫ b

a

dxf(x) = lim
c1↗c

∫ c1

a

dxf(x) + lim
c2↘c

∫ b

c2

dxf(x)

Je±li c = a , to

∫ b

a

dx f(x) = lim
ε→0+

∫ b

a+ε

dx f(x); je±li c = b , to

∫ b

a

dx f(x) = lim
ε→0+

∫ b−ε

a

dx f(x) .
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Zadania

Obliczy¢ nast¦puj¡ce caªki oznaczone :

1.

∫ 2
−2
dxx

2.

∫ 2
−2
dxx2

3.

∫ 2
−2
dxx3

4.

∫ 4
1

dx
√

2x+ 1

5.

∫ 1
0

dx
√

1− x2

6.

∫ 2
0

dx (x3 + x)
√
x2 + 1

7.

∫ − 12
0

dx
1

2 + 8x2

8.

∫ ∞
−∞

dx
1

a2 + x2

9.

∫ ∞
1

dx
1− x

(x2 − 2x+ 2)2

10.

∫ ∞
1

dx
1− x

(x2 − 2x+ 1)3

11.

∫ 3
0

dx

√
x+ 1 + 1

(x+ 1)2 +
√

1 + x

12.

∫ ln 2
− ln 2

dx
e2x

1 + ex

13.

∫ ∞
0

dx e−x

14.

∫ ∞
0

dxxe−x

15.

∫ ∞
0

dx e−ax , a > 0

16.

∫ ∞
0

dxxe−ax , a > 0

17.

∫ ∞
0

dxx2e−ax , a > 0

18.

∫ ∞
0

dxxe−ax
2
, a > 0

19.

∫ 1
0

dx
e3 ln x√
2 + x4

20.

∫ 1
−1
dxx 10x

21.

∫ e

1
e

dx
1

x+ x lnx

22.

∫ 2
1

dx
ln(πx)
x2

23.

∫ e

1
e

dx
1

x(lnx)2 + x

24.

∫ √e
1√
e

dx
1
x

1√
1− (lnx)2

25.

∫ π
2

−π2

dx cos3(x)

26.

∫ π
2

−π2

dx sin3(x)

27.

∫ π
2

0

dx cos3(x)

28.

∫ π
2

0

dx sin5(x)

29.

∫ π

π
4

dx cos(2x) sin(3x)

30.

∫ 5π
6

−π6

dx
cos(2x)
sin2 x

31.

∫ π
4

π
6

dx
cos2(2x)
sin(4x)

32.

∫ π
2

−π2

dx
cosx√

1 + sinx

33.

∫ (π6 )2

0

dx
1√
x

sin(
√

4x)

34.

∫ 1/3
0

dxx cos(3πx)

35.

∫ ∞
0

dx e−2x cos
(
x

2

)
36.

∫ 1
0

dx arccos
(1

2
x
)

37.

∫ 1√
3

√
3

dx
1

(1 + x2)arccotx

38.

∫ 1
2

0

dx artan(2x)

39.

∫ 1
−1/2

dx (4x− 3)arcos(x)

40.

∫ −2
0

dx
arctan

(
x
2

)
x2 + 4

41.

∫ π
3

π
2

dx
[
x sinx+ sin

(
x− π

2

)]
ln
(
x

π

)
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8 Równania ró»niczkowe

Równanie ró»niczkowe zwyczajne rz¦du n

F
(
y(n), y(n−1), . . . , y(1), y, x

)
= 0

x - zmienna niezale»na,
y - nieznana ró»niczkowalna funkcja x, zmienna zale»na y = y(x)

Rozwi¡zanie (scaªkowanie) równania ró»niczkowego oznacza znalezienie wszystkich funkcji y(x) speªniaj¡cych to równanie.

rozwi¡zanie ogólne (o) yo = yo(x;C1, . . . , Cn) - rodzina funkcji zmiennej x sparametryzowana przez n staªych caªkowania {Cj}nj=1
rozwi¡zanie szczególne (s) ys = ys(x) - jedna z funkcji z rodziny funkcji yo o konkretnej warto±ci przynajmniej jednego z parame-

trów Cj

Równanie ró»niczkowe zwyczajne pierwszego rz¦du F (y′, y, x) = 0
rozwi¡zanie ogólne (o) yo = yo(x;C) - rodzina funkcji zmiennej x sparametryzowana przez C (staª¡ caªkowania)

rozwi¡zanie szczególne (s) ys = ys(x) - jedna z funkcji z rodziny yo(x;C) o konkretnej warto±ci parametru C

Równanie o rozdzielonych zmiennych F (y′, y, x) ≡ f(y)y′ − g(x) = 0

f(y)y′ = g(x) ⇒
∫
dxf(y)y′ =

∫
dyf(y) =

∫
dxg(x)


