Metoda macierzowych utamkow
tancuchowych
w badaniu ewolucjl
stochastycznych uktadow dynamicznych

Instytut Fizyki, Uniwersytet Mikotaja Kopernika, Torun

Zastosowania Komputeréw w Fizyce — 2005/6



Abstrakt

W wielu problemach fizycznych istotna role odgrywaja fluktuacje
wynikajace ze statystycznej natury problemu (np. ruch duzej czastki w
ptynie), losowych zaburzen zewnetrznych (np. losowe zmiany parametrow
sterujacych praca lasera), czy tez z natury kwantowe] zagadnienia (np.
emisja spontaniczna w atomach). Z uwagi na zaleznosc od czasu fluktu-
acji oraz ich statystyczny charakter opis zagadnien tego rodzaju jest duzo
bardziej ztozony niz uktadow deterministycznych, czasem wrecz niemozli-
wy. Istotnym narzedziem dla badania stochastycznych uktadéw dynamicz-
nych sa wiec roznego rodzaju symulacje i obliczenia numeryczne. Od po-
nad trzydziestu lat bardzo owocna metoda, stosowana zwiaszcza w ba-
daniu ewolucji i innych zaleznosci czasowych, jest metoda macierzowych
utamkoéw tancuchowych. Korzysta ona z przedstawienia rownan ewolucji
badanego ukladu w postaci rekurencyjnych rownan algebraicznych, kt6-
rych rozwiazanie sprowadza sie do prostego algorytmu wyrazonego przez
macierzowe utamki tancuchowe.
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Plan wyktadu

®* Dynamika stochastyczna:
® podstawowe rownania,
® stan stacjonarny — bistabilnosc.

®* Numeryczne badanie ewolucii:
® rozwiniecie w zadanej bazie,
* metoda macierzowych utamkow tahcuchowych.
* Tematyka pracy:
® ewolucja ze stanu niestabilnego,
* przejsSciowa wielomodalnosg,
® rozpad stanu metastabilnego.

® Praca magisterska:
* cel pracy i wymagane umiejetnosci,
* plan pracy.
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Czastka Browna

punkt materialny o masie m i wspotrzednej «
ruch w polu sity F..(z,1)

mx = Fyer(x,t) = —%U(x,t) = —U'(x,t)
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Czastka Browna

punkt materialny o masie m i wspotrzednej «
ruch w polu sity F..(z,1)

mx = Fyer(x,t) = —%U(x,t) = —U'(x,t)

oddziatywanie z otoczeniem

mr = e (33, t) + des (xa t) + Fflukt (ZU, t)
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Czastka Browna

punkt materialny o masie m i wspotrzednej «
ruch w polu sity F..(z,1)

mx = Fyer(x,t) = —%U(x,t) = —U'(x,t)

oddziatywanie z otoczeniem

mr = @ =+ des(xat) + Fflukt(xvt)

sita ttumiaca (dysypatywna)
Fays(z,t) = —T'z (I' = ym)

sita losowa (stochastyczna) - fluktuacje
B Ly O ="Fe ()
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Rownanie Langevina

sita stochastyczna — zatozenia upraszczajace:
® nie zalezy od potozenia F'f (2, t) = mé(t)
* rozktad Gaussowski wartoSci, Srednia znika (£(t)) = 0
* nieskonczenie szybkie zmiany jej wartosci

* brak korelacji wartoSci w roznych chwilach czasu
(ER)E)) = 2kT~/m 6(t — t'), intensywno$¢ szumu ~ T
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Rownanie Langevina

Sita stochastyczna — zatozenia upraszczajace:
® nie zalezy od potozenia F'f (2, t) = mé(t)
* rozktad Gaussowski wartoSci, Srednia znika (£(t)) = 0
* nieskonczenie szybkie zmiany jej wartosci
* brak korelacji wartosci w ré6znych chwilach czasu
(E()E(t)) = 2kT~/m 6(t — t'), intensywnoSC szumu ~ T°

£(t) — biaty szum Gaussa

mi = —U'(xz,t) — yma + m&(t)

rownanie Langevina
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Rownanie Langevina

Sita stochastyczna — zatozenia upraszczajace:
® nie zalezy od potozenia F'f (2, t) = mé(t)
* rozktad Gaussowski wartoSci, Srednia znika (£(t)) = 0
* nieskonczenie szybkie zmiany jej wartosci
* brak korelacji wartosci w ré6znych chwilach czasu
(E()E(t)) = 2kT~/m 6(t — t'), intensywnoSC szumu ~ T°

£(t) — biaty szum Gaussa

mi = —U'(xz,t) — yma + m&(t)

rownanie Langevina

T = ~ > 1 (ruch przettumiony) = v =10
vV=—yv—U'(z,t)/m+&t) z=-U'(x,t)/ym +E£(t)/y
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Rownanie Langevina

sita stochastyczna — zatozenia upraszczajace:
® nie zalezy od potozenia F'f (2, t) = mé(t)
* rozktad Gaussowski wartoSci, Srednia znika (£(t)) = 0
* nieskonczenie szybkie zmiany jej wartosci

* brak korelacji wartosci w ré6znych chwilach czasu
(E)E()) = 2T~ /m 6(t — t'), intensywnoSE szumu ~ T

£(t) — biaty szum Gaussa

mi = —U'(xz,t) — yma + m&(t)

rownanie Langevina

T = ~ > 1 (ruch przettumiony) = v =10
vV=—yv—U'(z,t)/m+&t) z=-U'(x,t)/ym +E£(t)/y

przeskalowanie czasu T — —U’(Qj, f) — g(f)
= 'ymf
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Rownanie Fokkera-Plancka

x, v —zmienne losowe — opis W jezyku teorii prawdopodobienstwa
Prob{r < z(t) <x+dr,v<ov(t)<v+dv} = P(x,v,t)drdv

rozktad prawdopodobienstwa P(x, v, t)
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Rownanie Fokkera-Plancka

x, v —zmienne losowe — opis W jezyku teorii prawdopodobienstwa
Prob{r < z(t) <x+dr,v<ov(t)<v+dv} = P(x,v,t)drdv
rozktad prawdopodobienstwa P(x, v, t)

ewolucja P(z,v,t) —
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Roéwnanie Fokkera-Plancka
x, v —zmienne losowe — opis W jezyku teorii prawdopodobienstwa
Prob{r < xz(t) < x+dx, v <v(t) <v+dv} = P(x,v,t)dzdv
rozktad prawdopodobienstwa P(x, v, t)
ewolucja P(z,v,t) —

0 vkT O?

[—v] + =— [yo + U (z,t)/m] + ——}P(:r;,v,t)

0

m  Ov?

rownanie Kramersa ( r. Langevina mi = —U’(z,t) — ymd + m&(t) )
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Roéwnanie Fokkera-Plancka
x, v —zmienne losowe — opis W jezyku teorii prawdopodobienstwa
Prob{r < xz(t) < x+dx, v <v(t) <v+dv} = P(x,v,t)dzdv
rozktad prawdopodobienstwa P(x, v, t)
ewolucja P(z,v,t) —

0 vkT O?
0

[—v] + =— [yo + U (z,t)/m] + ——}P(m,v,t)

m  Ov?

rownanie Kramersa ( r. Langevina mi = —U’(z,t) — ymd + m&(t) )

2
oOP(z,t) ! {aaxU’(x,t)—I—kTa—}P(x,t), t =~ymt

ot ym Ox?

rownanie Smoluchowskiego ( r. Langevina & = —U’(x, ) + £(2) )
dalej pominieto "tylde"
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Stan stacjonarny

OP(x,1) { 0 52

- / -
ot @) q8x2

5 } P(xz,t) = L(z)P(x,t)
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Stan stacjonarny

OP(x,1)
ot

— {%U’(az) — q—} P(x,t) = L(x)P(x,t)

potencjat U (x) ogranicza ruch czastki
np: U(z) = 322, U(z) = 3a* + S22

OP(x,t) /0t = 0
Py (xz) = Nexp(=U(z)/q)
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Ewolucja — metody rozwiazan

rozwiazanie Sciste — oscylator harmoniczny U(x) = 22 /2
rozwiazania przyblizone — algorytmy numeryczne
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Ewolucja — metody rozwiazan

rozwiazanie Sciste — oscylator harmoniczny U(x) = 22 /2
rozwiazania przyblizone — algorytmy numeryczne
rownanie Schrodingera

G,
zhaw(az, t) = H(x)y(x,t)

P(z,t) = ii/hE%(m)
H(zx)p(x) = Ep(z)
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Ewolucja — metody rozwiazan

rozwiazanie Sciste — oscylator harmoniczny U(x) = 22 /2
rozwiazania przyblizone — algorytmy numeryczne

rownanie Schrodingera rownanie Fokkera—Plancka
ih%@b(az, t) = H(x)y(x,t) %P(m,t) = L(x)P(x,t)
P(z,t) = e M o(x) P(z,t) = e Mop(x)
U U
H(z)p(z) = Ep(z) L(z)p(z) = —Ap(x)
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Ewolucja — metody rozwiazan

rozwiazanie Sciste — oscylator harmoniczny U(x) = 22 /2
rozwiazania przyblizone — algorytmy numeryczne

rownanie Schrodingera rownanie Fokkera—Plancka
ih%@b(az, t) = H(x)y(x,t) %P(:B,t) = L(x)P(x,t)
P(z,t) = e M o(x) P(z,t) = e Mop(x)
U U
H(z)p(z) = Ep(z) L(z)p(z) = —Ap(x)

_

M

1. zagadnienie wtasne
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Rozwiniecie w bazie funkcji Hermite’'a

OP(z,t) (8., 52
o) = { U @)+ s Plat)

Ulz)=airx+ayr?+azz’ +asz*...

(- skalowanie)
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Rozwiniecie w bazie funkcji Hermite’'a

apgz,t) {QU,(@ +q%}p(x,t)

ox

Ulz)=airx+ayr?+azz’ +asz*...

(- skalowanie)

wielomiany Hermita
H!'(x)—2xH (z)+2nH,(x) =0

problem na calej H,(z) =2n Hy_1(2)
0si rzeczywiste; zH,(z) = 1Hyp1(z) + n Hpoq(2)

_Tda: B (B (e

2
= Om,n\/T 2" n!
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Rozwiniecie w bazie funkcji Hermite’'a

2 .2

OP(x,t) 0 o2a
H,, 2
ot {axU( )+ 8:1;2 Pla,1) /fdx 2

Ulz) =a1x +azz? +az x> + as x4

(- skalowanie)

wielomiany Hermita
H!'(x)—2xH (z)+2nH,(x) =0

problem na calej H; (z) = 2n Hp—1(2)
0Si rzeczywiste; zH,(z) = 1Hyp1(z) + n Hpoq(2)

2

[ dx Hy(z)Hp(2)e™ = 0y n/T2" 1l
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Rozwiniecie w bazie funkcji Hermite’'a

2.2

OP(x,t) 0 =
H,, 2
ot {axU( )+ 8:1;2 Pla,?) /fdx (az)

Ulz) =a1x +azz? +az x> + as x4

(- skalowanie)

wielomiany Hermita
H!'(x)—2xH (z)+2nH,(x) =0

problem na calej H, (z) =2n Hy_1(2)
0Si rzeczywiste; zH,(z) = 1Hyp1(z) + n Hpoq(2)

2

[ dx Hy(z)Hp(2)e™ = 0y n/T2" 1l

82
P(z,t) — cp, @P(a:,t) — {Cn_2,Cn,Cniz}
0
%CU P(x t) = {Chn_k—1,---yCny---yCnikil}
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Formuty rekurencyjne

+L
én(t) = k_ZL AR e (2) L — stopien wielomianu U (z)

A — macierz pasmowa 0 szerokosSci 2L + 1

Jesli w U (x) nie ma nieparzystych poteg x, to ca,, | c2, 11 SEPAruUja
sie. Np. dla U(z) = 2% /2 dwa ukt. z macierzami tréjdiagonalnymi,
dla U(z) = 2*/4 — 22 /2 dwa ukt. z macierzami pieciodiagonalnymi.
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Formuty rekurencyjne

+L

()= > AR ¢ k() L — stopien wielomianu U (z)
k=—L

A — macierz pasmowa 0 szerokosSci 2L + 1
Jesli w U (x) nie ma nieparzystych poteg x, to ca,, | c2, 11 SEPAruUja
sie. Np. dla U(z) = 2% /2 dwa ukt. z macierzami tréjdiagonalnymi,
dla U(z) = 2*/4 — 22 /2 dwa ukt. z macierzami pieciodiagonalnymi.
CmL

CmL+1
wektor L-elementowy C(t) =

| CmL+L—-1
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Formuty rekurencyjne

+L

()= > AR ¢ k() L — stopien wielomianu U (z)
k=—L

A — macierz pasmowa o szerokosci 2L + 1
Jesli w U (x) nie ma nieparzystych poteg x, to ca,, | c2, 11 SEPAruUja
sie. Np. dla U(z) = 2% /2 dwa ukt. z macierzami tréjdiagonalnymi,
dla U(z) = 2*/4 — 22 /2 dwa ukt. z macierzami pieciodiagonalnymi.
CmL

CmL+1
wektor L-elementowy C(t) =

| CmL+L—-1

rownanie ewolucji

tr6jdiagonalna wektorowa relacja rekurencyjna (Q*, - macierze L x L)
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Zagadnienie poczatkowe

Crn(t) = Q. Cpr_1(t) +Q,Cph(t) + QFCpii(t) , war. pocz. C,(0) = C¥
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transformata
Laplace’a
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Zagadnienie poczatkowe

Crn(t) = Q. Cpr_1(t) +Q,Cph(t) + QFCpii(t) , war. pocz. C,(0) = C¥

transformata
Laplace’a

Q,Cn-1(8) +(Q,, — sI) Cn(s )"‘ chm—l(s) = _C%
obcieciedlan > N = Cni1(s) =
QnCn-1(s) + (Qn — sI)Cn(s) = —CO
Cn(s) = (sl — @N)_l QnCn-1(s) + (sl — @N)_l C(J)\f
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Zagadnienie poczatkowe

Crn(t) = Q. Cpr_1(t) +Q,Cph(t) + QFCpii(t) , war. pocz. C,(0) = C¥

transformata
Laplace’a

Q,Cn-1(8) +(Q,, — sI) Cn(s ) chm—l(s) = _C%
obcieciedlan > N = Cnyi(s) =
QnCn-1(s) + (Qn — sI)Cn(s) = —CO
Cn(s) = (sl — @N)_l QnCn-1(s) + (sl — QN)_l C(])\f

) = Sn(5)Cn-1(s) + An(s)
) =[sI—Q, — QfSp11(s)] Qj
An(s>:[sn—@n QSpy1(s)] 1[@+An+l ) + 0]

1

dlan = 0: @a =0 = S()(S) =0 = C()(S) :.A()(S)
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Utamki tahcuchowe

Np. przettumiony oscylator harmoniczny: U(z) = 32?2 i P(z,0) = P(—x,)
tylko parzyste indeksy; n = 2m, com = dpy Qo = R,

dm = R dmi1 + Rdm + R dp—i
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Utamki tahcuchowe

Np. przettumiony oscylator harmoniczny: U(z) = 32?2 i P(z,0) = P(—x,)
tylko parzyste indeksy; n = 2m, com = dpy Qo = R,

dm = R dmi1 + Rdm + R dp—i

—1
Sm(s) = [s—Rm—RLSmi1(s)]  Rn, _
_ R 5
S — Rm — R} Sma1(s) o
-]
R, \8
~ — e
R =
s — Rm — R, w .
s — Ry — Rm+1Sm+2(8) g
) p S

Pm+1
Tm +
Pm+2
Tm41 +
K Tm42 + ...
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Utamki tahcuchowe

Np. przettumiony oscylator harmoniczny: U(z) = 32?2 i P(z,0) = P(—x,)
tylko parzyste indeksy; n = 2m, com = dpy Qo = R,

dm = R dmi1 + Rdm + R dp—i

—1
Sm(s) = [s—Rm—RLSmi1(s)]  Rn, _
R, %
55— Rm— RESmi1(s) <
>
_ Fim £
= - @
R 5
s — R — R w I
s — Ry — Rm+1Sm+2(8) g
_ P g
Pm+1
Tm +
Pm+2
Tm4+1 1+
K Tm42 + ...

dla innych potencjatow —
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Ewolucja ze stanu niestabilnego

1,4 1,2
Np. U(z) = 32" — 5ax
ekstrema potencjatu:
U'(x) =x(z? —a) =0
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Ewolucja ze stanu niestabilnego

1,4 1,2
Np. U(z) = 32" — 5ax
ekstrema potencjatu:
U'(x) =x(z? —a) =0
U

7\
' N\

x =0, a<o;
x =0, =y/a, a>0.

bifurkacja
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Ewolucja ze stanu niestabilnego

1,4 1,2
Np. U(z) = 32" — 5ax
ekstrema potencjatu:
U'(x) =x(z? —a) =0
U

7\
' N\

x =0, a<o;
x =0, £/a, a>0.

£ rkac nagte przetaczenie, np.a = —1 nhaa = +1
LT r=0- , P(z,t =0) =~ d(x)
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Ewolucja ze stanu niestabilnego

1,4 1,2
Np. U(z) = 32" — 5ax
ekstrema potencjatu:
U'(x) =x(z? —a) =0
U

A\
7 N\

x = 0, a<0;
x =0, =y/a, a>0.

_ _ nagte przetaczenie, np.a = —1 nhaa = +1
LG r=0- , P(x,t =0) = d(x)

{=}} {b)

(c} (d}

e A

" Fig.3. Typical change of the distribution function: arrows show the velocity of change,
#(e); {a) initial regime, (b}, (c) scaling regime and {(d) final regime,
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Przejsciowa wielomodalnac

Ale ... czy zawsze taki scenariusz?
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Przejsciowa wielomodalnac

Ale ... czy zawsze taki scenariusz?

Np. U(z) = 2% + 3bz* — Zaz?
dla a > 0 — potencjat bistabilny

dla b < 0 inna forma ewolucji !!!
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Praca magisterska

® Celem pracy jest zbadanie ewolucji ze stanu niestabilego w
obecnosci fluktuacji parametrow kontrolnych, np. dla

U(z) = sa* — $(ao + a1n(t))z?, n(t) — inny biaty szum
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Praca magisterska

®* Celem pracy jest zbadanie ewolucji ze stanu niestabilego w
obecnosci fluktuacji parametrow kontrolnych, np. dla

U(z) = sa* — $(ao + a1n(t))z?, n(t) — inny biaty szum

®* Praca polega na napisaniu programu komputerowego dla
metody macierzowych utamkow tancuchowych i zastosowaniu
go w analizie powyzszego problemu

* (Od kandydata wymagana jest znajomosc podstawowych pojec
| zasad mechaniki i termodynamiki (na poziomie wyktadow z
Fizyki Ogolnej), elementarna znajomosc algebry i rachunku
prawdopodobienstwa, podstawowe umiejetnoSci dotyczace
rachunku rozniczkowego i catkowego (wyktady z analizy,
algebry i MMF-u) oraz umiejetnoSc programowania w
Matlabie, Fortranie lub C.
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ewentualny inny temat pracy

Ewolucja ze stanu metastabilnego

dla ¢ = 0 uktad w minimum potencjatu —

Problem:
Jak szybko uktad opusz-
cza stan poczatkowy?
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prawdop. przebywania w lewej jamie P (t) = [©"dzP(x,t)
dPr(t) k — stata rozpadu, stata szybkosSci reakcji
dt Lk~ — czas zycia stanu metastabilnego

~ —]{PL(t)
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Ewolucja ze stanu metastabilnego

dla ¢ = 0 uktad w minimum potencjatu —

Problem:
Jak szybko uktad opusz-
cza stan poczatkowy?

prawdop. przebywania w lewej jamie P (t) = [©"dzP(x,t)
dPr(t) k — stata rozpadu, stata szybkosSci reakcji
dt Lk~ — czas zycia stanu metastabilnego

aktywacja termiczna
prawo Arrheniusa (1889) k= Aexp(—AU/KT)

problem do zbadania w pracy magisterskiej:

przez skorelowane z

biatym szumem £(¢) fluktuacje parametréw kontrolnych uktadu
A.J.R. Madureira , P. Hanggi, H.S. Wio, Phys. Lett. A 217, 248 (1996)

~ —]{PL(t)
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