Interpolacja

Interpolacjg nazywamy postepowanie prowadzace do znalezienia
warto$ci pewnej funkcji f(X) w dowolnym punkcie przedziatu (X, X,)
na podstawie znanych wartosci tej funkcj1 w punktach Xg, Xy, ..., X,

zwanych weztami interpolacji (X, < X; < ... <X,)
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Interpolacja

Postepowanie prowadzace do znalezienia warto$ci funkcji f(x) w

punkcie lezagcym poza przedziatem (X,, X,) hazywamy ekstrapolacjg.

Interpolacje lub ekstrapolacje stosujemy najczesciej] w nast¢pujacych

przypadkach:

« gdy nie znamy samej funkcji f(x), a tylko jej wartosci w pewnych
punktach (obliczenia dyskretne, eksperyment);

e gdy obliczanie warto$ci pewnej funkcji F(X) bezposrednio z
okreslajacego jg wzoru nastrecza zbyt duze trudnosci rachunkowe;
wtedy zastepujemy ja prostsza funkcja f(x), o ktérej zaktadamy, ze w
punktach x,, X, ..., X, ma te same wartos$ci co funkcja F(X); w tym
przypadku F(x) nazywamy funkcjq interpolowang, zas f(X) funkcjqg
interpolujgcq



Interpolacja

Zadaniem interpolacji jest wyznaczenie przyblizonych wartosci funkcji

dla wartosci zmiennych niezaleznych z przedziatu (X,, X,), lecz nie

bedacych punktami ze zbioru x,, Xy, ..., X,

Jest to bardzo ogdlne sformutowanie zadania

* istnieje nieskonczenie wiele sposobow jego rozwigzania, jesli nie jest
zadany sposob przeprowadzenia funkcji interpolacyjnej przez zadane

01'- ‘I

punkty




Interpolacja

Funkcji interpolujace) poszukuje si¢ zwykle w pewnej okreslone;j
postaci. Najczesciej zaktada sie, ze jest to wielomian lub funkcja

wymierna.

 Interpolacja wielomianowa

 Interpolacja trygonometryczna

 Interpolacja wymierna

 Interpolacja funkcjami sklejanymi (spline)

 Interpolacja Hermite’a: interpolacja wielomianowa, w ktorej oprocz

zadanych wartosci funkcj1 w weztach sg zadane wartosci

pochodnych do rzedu m wigcznie (m>0).



Interpolacja wielomianowa

Metoda interpolacji wielomianowej polega na wybraniu n+1 weztow sposrod
analizowanych punktéw i znalezieniu wielomianu W(X) co najwyzej n-tego
stopnia, przyjmujgcego wartosci zadane w weztach.

Znajdowanie odpowiedniego wielomianu
Wielomian przyjmujgcy zadane wartosci w konkretnych punktach mozna
znalez¢ w nastepujgcy sposob:

« dla pierwszego wezta o wartosci f(X,)
znajduje sie wielomian, ktéry w punkcie
X, przyjmuje wartos¢ f(x;), a w
pozostatych weztach wartosc zero.

» dla kazdego kolejnego wezta o wartosci
f(x) znajduje sie podobny wielomian,
ktory w punkcie x przyjmuje wartos¢
f(x;), natomiast we wszystkich
pozostatych weztach wartosc zero.

* nastepnie nalezy zsumowacC wszystkie
wielomiany, gdyz wielomian bedgcy
sumg wielomianéw obliczonych dla
poszczegolnych weztow jest
wielomianem interpolujgcym .




Dana jest funkcja
y=f(x), xelx,, x,].
Znamy tablice wartosci
tej funkgji, czyli:

J(x0) =,
f(x)=n
f(x)=y

J(x,)=,

Wyznaczamy funkcje 7(x)
spetniajgcg warunki:

IV (%) = s

()=,

W(x,)=y,




Interpolacja wielomianowa

Wielomianem interpolacyjnym W, (x) nazywamy wielomian stopnia co

najwyzej n, ktory w punktach x,, Xy, ..., X, spetnia warunki interpolacji:
W, (x;)=y; dla i=0,1,2,...,n.

Twierdzenie

Istnieje dokladnie jeden wielomian interpolacyjny, ktory w punktach X,
X1, ..y X, Przy zatozeniu, ze x; # x; dlai # j speinia powyzsze warunki

Interpolacji



Interpolacja wielomianowa

Wezly interpolacji Xy, Xy, ..., X, mogg by¢ rozmieszczone w zupeinie dowolny

Sposob

Szukany wielomian mozna zapisa¢ w postaci:

W, (x)=atax+tax"+. . +a,x"

Posta¢ wielomianu interpolacyjnego:
- Wielomian interpolacyjny Lagrange’a

- Wielomian interpolacyjny Newtona



Interpolacja wielomianowa

Korzystajac z definicji wielomianu interpolacyjnego otrzymujemy

uktad n+1 rownan z n+1 niewiadomymi wspotczynnikami a,, a4, ..., @,

W (x)=a, +ax+a,x*+..+a x" = Zn:akxk
k=0

a +ax +ax +..+ax =y
a +aX +a,X +..+ax =Y,

2 n
d, +a X +a,X +..+ad X =Y,



Interpolacja wielomianowa Lagrange’a

Uktad Cramera

2 k-1 n
0 XO XO yO e XO
2 k-1 n
1 Xy X, Yo [ X
2 k-1 n
det 1 X X4 X1 | Yea Xy
1 2 k-1 n
Xy Xy Xy Y Xy
1 X X2 O X"
kir  Xkar o Xegr | Y |0 Xy
2 k-1 n
. 1 Xn X X Ya Xn
ak = -
0 0]
1 X X
det 1 1
1 X X"




Interpolacja wielomianowa Lagrange’a

Macierz wspotczynnikdw powyzszego uktadu rownan na wspotczynniki

a, jest macierzg Vandermonde’a , ktorej wyznacznik

i
1 x, x5 .. Xy
7
I x, x o X
D =
i
1 x, x X,
D= H(-T; —-x;)#0 zalozeniach. ze x; 2 x;dlai #j



Interpolacja wielomianowa Lagrange’a

Rozwigzanie mozna zapisac tez w nastepujgcej postaci

l "
4,=73 D,
J=0

Gdzie D;; jest dopetnieniem algebraicznym elementu ij macierzy

wspotczynnikow



Interpolacja wielomianowa Lagrange’a

Wielomian interpolacyjny Lagrange’a ma nastepujgcg postac:

(x—x)(x—x,)..(x—x,) |
(x, —x)(x, —x,).-.(x, —x,)
y (x—x,)(x—x,)...(x—x,) oL
T x )y X)) (g —x)

W (x)=y,

__ (x—x)(x—x)..(x—x,) I« . ﬁ (x—x,)
o (Iﬁ o ID )(Iﬂ o Il ) '(Iﬁ' B Iﬁ—l) =0 N izﬂ (_I.]" N Iﬁ? )
%]

Wielomian ten jest wielomianem stopnia co najwyzej n i jest
jednoznacznym rozwigzaniem zadania interpolacyjnego dla dowolnego

wyboru n+1 réznych weztéw interpolacii



Interpolacja wielomianowa Lagrange’a

Przyktad
Znalez¢ wielomian interpolacyjny Lagrange’a, ktory w punktach:
-2, -1, 0, 2 przyjmuje odpowiednio wartosci 0, 1, 1, 2. Obliczy¢ takze przyblizong
wartosc¢ funkcji danej powyzszymi wartosciami w punkcie x=1. (n =3)
+ 1) (x — —2 C(x+F2D)(x-0)(x—
()= 0 CHDE=0G=2) ) (#2)E=0)x=2)
(2+1)(2-0)(-2-2) (-1+2)(-1-0)(-1-2)
DD —=2) (2 +D(x-0)
(0 +2)(0+ 1)(0 2) (3’ +2)(2+1)(2- 0)

(x° —-h)——(x +x7 —4x ¢ )+li(1 +3x7 +2x)=

uJIn—

:i:rj—l:wrl.
0 0

FA)=T7,(1) = é-f-i«mzl

0



Przyktad: Interpolacja liniowa — wzor prostej przechodzgcej
przez 2 punkty (wezty) (n=1)

A X—X X—X
W, (x)=—- =Yy =
g 1(X) Xo =% Yot X1 =X ”
— XYo T X1 Yo T XY = X Y1 _
/1 X1 =X
Yo [ (1= Yo )X+ XY =% V1 _
L > X, — Xg
X
0 " (Y2 = Yo X=X )+ (X, =X )¥o _
X = Xo
Yot ho Yy (X_Xo)

Xl_XO



Interpolacja wielomianowa Lagrange’a

Wzor interpolacyjny Lagrange’a jest niewygodny do stosowania w
przypadku, gdy zmienia si¢ liczba weztow. Wtedy do wyznaczenia
wielomianu okreslonego stopnia trzeba powtarza¢ obliczenia od
poczatku. Zatem poprzez dodanie nowych weztow interpolacyjnych
nie mozna modyfikowaé wczes$niej Wyznaczonego wielomianu

Lagrange’a

Modyfikacja- wzor interpolacyjny Newtona



Interpolacja wielomianowa Newtona

Definiujemy wyrazenia zwane ilorazami roznicowymi

- prerwszego rzedu:

5= 22220
X, — X,
V., —V

[11?‘1.2}:#2 —
X, — X,

[1ﬁ-1- ln] T
1‘?1_'1'”?:—1



Interpolacja wielomianowa Newtona

- drugiego rzedu (analogicznie):

(X, %, ] =[x, X, ]

[X0. Xp. X, ] =

X, — X,
[“2 13] [5"51 }‘z]

X, X, X —

[x,.X,. x5] N

- k-tego rzedu:

["T:'+1 s Xign5mes ka] - ['rf > X

["T:’ > Xiaro-s Xiag ] -

orazi=0.1.2. ...

-.---'.*-'Tj—k—l] dla k = l.. 2___.



Interpolacja wielomianowa Newtona

Z ilorazéw roznicowych mozna utworzy¢ tabelke

X; ¥; rzedu 1 [rzedu 2 rzedu 3 rzedu 4 rzedu 5
Xp Yo
[.Tf;r,.T;]
XJ Vi [X{:.Xl.}ig]
[.Tj,.*'[‘;] [.Tf;r,l’j,.T_?,T_;]
X2 V2 [I;J,.TQ,T_;] [xg,.r;,rg,x'g,m]
[x2,x;3] [x7,x2,x3,x4]
X3 V3 [1";,1'3,1‘4] [l’j,xg,.*t'_;,.w,ft'j]
[.T_g,.T.q] [.TE,J:‘_;’.T#, .Tj]
X4 V4 [.Y 3,X4,X j]
[.T.f;r,.*t'j]
X3 Vs




Interpolacja wielomianowa Newtona

wzOr interpolacyjny Newtona z ilorazami réznicowymi

y=W,(x) = yo +[x0, X1 J(x —x5)
+[x,, X, X, |(x —x, ) (x —x;) + ...

X, XX, (=X ) (x—x) (k=X _)).

n -1
y=a,+> a]](x-x)
i=1  j=0



Dane sa wartosci funkcji: /10)=0, f(2)=S, f(3)=27,

f(5)=125, fi6)=216.

Tablica 1lorazow roznicowych bedzie nastepujaca:

x; | flxy) Ilorazy roznicowe
Rzedu 1 Rzedu 2 Rzedu 3 Rzedu 4
xp=0 | f(xy)=0
ﬂ‘la;xu—% =4
xy=2 ffxrj:g ﬂ‘x.::,‘x;,‘x;}= % =5
ﬂxblx'?)_zg?—_za - 19 ﬂl-ﬂ,'.l-l,'.l-j,'xj.—]: % = 1
= L= 49—-19 ) 1-1
x_' 3 ffx_)il 2? ﬁx_i','x_",lx_i)i: 5_2 = _I.D ﬂxﬂjlx.iljlx_?;-l-j?.x-;}: Tﬂ = D
fixaxz)= 125727 _ 49 fxpxaxsx)= li_;ﬂ 1
x;=3 | flx3)=125 . r)=22 9149 _ 1,
—2
ﬁl } 216—125 — 91
3 -’ -
x=6 | f{x)=216




Interpolacja wielomianowa Newtona

Przyktad

Znalez¢ wielomian interpolacyjny Newtona, ktory w punktach: -2, -1,
0, 2, 4 przyjmuje odpowiednio wartosci -1, 0, 5, 99, -55.

X Vi rzedul [rzedu2 |rzedu3 rzedu 4
-2 -1
I
-1 0 2
5 3
0 5 14 -2
47 -9
2 99 -31
4 _55




Interpolacja wielomianowa Newtona

Dla n=4 wielomian interpolacyjny Newtona ma postac

Wy(x) = yo + [x0,x1] - (x = xq) + [x0, X1, x2] - (x — x0) (x — x1) +
+[x0, x1, X2, x3] - (x — x0) (x — x1) (x — x2) +
+[x0, X1, X2, X3, X4 ] (x — x0) (x — x1) (x — x2) (x — x3)

A zatem otrzymujemy wielomian o wspolczynnikach:

Walx) ==-14+1(x+2)+2x+2)(x+ 1) +3(x+2)(x+1)+
2x+2)(x+Dx(x—-2)=—-14+x+2+2(x*+3x+2) +
+3(x3 +3x% +2x) = 2(x* + x3 —4x? —4x) = =2x* + x* +
+19x% 4+ 21x + 5



Interpolacja trygonometryczna

Interpolacj¢ trygonometryczng stosuje si¢ do wyznaczania funkcji
okresowych, czesto sinusoidalnych, np. funkcji opisujacych sygnaty

elektryczne lub drgania w mechanice.

rozpatrujemy tylko funkcje o okresie 2r. (nie zmniejsza to ogdlnosci

zadania)

f(x+27)=f(x)



Interpolacja trygonometryczna

Zadanie interpolacji trygonometrycznej polega na znalezieniu, dla

danej funkcji f, wielomianu trygonometrycznego postaci:

H n
F,(x)=> c,e™ =) ¢, (cos(mx)+ jsin(mx)),

=0 m=(0

gdzie j=+/—1.Wielomian ten w n+1 roznych punktach x, /=0. 1. .... »,

xp=zx dla k=0 z przedzialu (0.27) przyymuje te same wartoscl, co
funkcja /- Tzn. dla /=0.1.....»:

F.(xp)=J(xp).



Interpolacja trygonometryczna

Potrzeba wyznaczania wspoOtczynnikow wielomianu
Interpolacyjnego funkcji f opartego na dowolnych weztach pojawia
si¢ W praktyce bardzo rzadko. Z tego powodu ograniczymy sig¢ tylko

do przypadku weziéw rownoodlegtych (uproszczenie zagadnienia)

2k;
— ?__k:[)__l,...._n **
n+1

Xk



Interpolacja trygonometryczna

Trygonometryczny wielomian interpolacyny funkcji /. oparty na wezlach
xx Mmoze by¢ przedstawiony w nastepujacej postaci:

*kkk

1 2 . I
F (x)= Eaﬂ + Z(am cosmx+b,_smmx)+ Eé’apﬂ cos(p +1)x

mr=1

przy czym:
dla n parzystego =0, p=0.5n:
dla n nieparzystego 5=1. p=0.5(n-1),
wspolczynniki a,, oraz b,, maja postac:

2 & |
a, = x,)cosmx,, m=0.L2._.p.
m n —I—léf( .{') ke p
b = - if(;ﬂ: )sinmx,, m=12...p
m F’?—|—lk:ﬂ‘ k ke T



Interpolacja trygonometryczna

/Znalez¢ trygonometryczny wielomian interpolacyjny Fy(x) przechodzacy
przez wezly mterpolacn = 1 dla n =4 przyblizajacy funkcje dana
w postaci dyskretnych wartosci fo = f1 =, =0. f; =f4=1.

Zgodnie ze wzorem «  dla p=0.5, n =2 mamy:

1 2 .
F,(x)= S+ > (a, cosmx +b, smmx) =

= m=l1

=0.5a, +a,cos x + b, smx+a, cos 2x + b, sin 2x.



Wyznaczamy wezly interpolacyi:
xo=0, xy=2/57, x,=4/5x, x3=6/57. x,=8/5r,

zas ze wzorow (3.18) otrzymujemy:

4
am - Ezt.f(xk)cos ??’?Jfﬁ_ 1M = 0"12 ’
R s
9 4
b = ZZf(xk)smmxk,m =12,
R
Zatem:
24 2 . 4
dy 5 g‘f(}‘k) 5 (1+1) 5 0.8,

2 - 2

a, = —Zj (x,)cosx, =—(—0.809 +0.309) = -0.200,
5% 5
2, 2

a, = TZ]‘ (x;)cos2x, =—(0.309 -0.809) =—0.200,
5% 5

2 | 2
by ==Y f(x;)sinx, ==(-0.558-0.951) = ~0.616,
55 5

2

4
b, = %Zf(x;r) sin2x, ==(0.951—0.588) = 0.145 .

5 5

Ostatecznie:
Fiyx)=08-02cosx-0616smux-0.2cos2x+0.145 sin 2x.
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