Rozwiazywanie rownan rozniczkowych

Réwnaniami rozniczkowymi nazywamy takie rownania, w ktorych
wystepuje zwigzek funkcji niewiadomej i jej pochodnych

y"-8y"+19y'-12y =0 0° 1 o°
X2y”-+Xpy’+ay=0 (b, q-stale) 5y ~7 ()= V2 ot (ry)

mX +cx+kx=0

a szukang niewiadomg (rozwigzaniem) jest funkcja lub wektor
funkcyjny, ktorych pochodne i same funkcje muszg spetniac
odpowiednie rownania.

Rzad rOdwnania rozniczkowego to rzad najwyzszej pochodnej.
R.R zwyczajne (jednej zmiennej niezaleznej)
R.R czgstkowe (wielu zmiennych)



Rownania rozniczkowe zwyczajne

Ogolng postac zwyczajnego réwnania rozniczkowego mozna
przedstawi¢ w postaci:

F(y™(x), y"2(X),..., y'(X), y(x),x) =0| xeR

y(x) - niewiadoma funkcja zmiennej rzeczywistej x

d®
(n) (X) _ y(x) i ,, .
pochodna rzedu ,n” funkgji f(x)

Rzad najwyzszej pochodnej wystepujacej w rownaniu nazywamy
rzedem rownania.



Rozwiazywanie rownan rozniczkowych

Rownania rozniczkowe sg spotykane praktycznie we wszystkich
dziedzinach nauk scistych i przyrodniczych a szczegolnie w:

Fizyce (np. rownania Maxwell'a, rownania ruchu, mechanice
kwantowej, ...)

Mechanice (np. rownania ruchu harmonicznego)

Elektronice (np. stany nieustalone w obwodach elektrycznych)
Automatyce (np. warunki sterowalnosci uktadu)

| wielu innych dziedzinach nauki i techniki



Rozwiazywanie rownan rozniczkowych

Ograniczymy sie do metod numerycznych rozwiazywania rownan
rozniczkowych zwyczajnych rzedu pierwszego (zagadnienie
Cauchy’ego )

= fix,v)

Y
X
Vixy ) =¥,

rownania wyzszych rzedow da sie sprowadzi¢ do rownania rzedu

pierwszego i uktadow rownan rozniczkowych.



Rozwiazywanie rownan rozniczkowych

Przyktady

%+ 2y =1.3e7*, y(0)

dy N
=13 -2y. v(0
=13 -2y y(0)

f(x,y)=1.3e"-2y

S|

5

e’ %4‘ x?y? = 2sin(3x), y(0)=5

dy  2sin(3x) — x%y*
o 0)=5

2sin(3x) — x%y?
f(x, y) = 230 e)y )




Rozwiazywanie rownan rozniczkowych

Numeryczne rozwigzanie rownania rozniczkowego — zbior
punktow, ktore przyblizajg funkcje y(x) — mozliwosc
obliczenia(podania) wartosci funkcji y(x) w ,dowolnym” punkcie
INnym niz X,.

h 0,1
[ ¥ y Euler 18
0 0 1 0
1 0,1 1 0,01 16 -
2 0.2 101] 00202 '
3 03] 1,0302] 0,030906
4 0.4 1,061106] 0042444 14
5 05| 1,10355] 0055178
, B 06| 1,156728] 0069524 19 4
y :Xy 7 0,7] 1.228251| 0,085978 :
8 08| 1.314229] 0,105138 7
E) 09 1.419367] 0,127743
y(O):l 10] i rEarii oasart]| >
0.8 -
06 -
04 -
0,2 -
0 T
0 0,2 04 06 0.8 1 1i2
X




Metoda Eulera

Metoda Eulera pozwala na numeryczne rozwigzanie
rownania rozniczkowego zwyczajnego rzedu
pierwszego postaci:

d
d—i =f(xy) Y(x)=Y,

numerycznie wyznaczamy rozwigzanie rownania
rozniczkowego w postaci tabeli x, y oraz wykresu y(x).

Aby rozwigza¢ to rownanie, musimy znalez¢ wartosci
funkcji y=y(x) w x=X,=X,+nh.

Zaktadamy, ze kolejne punkty rozwigzania oddalone sg od
siebie na osi x co krok h, a na osi y co Ay



Metoda Eulera

Dla X = x, = 0 wartosC y =y,

wartoS¢ prawdziwa

Y1, wartosc

(X5, Yo) przewidywana

44

——— krokh >

Znajac f(x, y) i majac dane wartosci X, i y, z warunku
poczatkowego y(X,) = Y, mozna obliczy¢ nachylenie
funkcji y do osi X (wartosc f(x, y)) w punkcie (X, Yo)



Metoda Eulera

tan® =130 f(x )
X — Xp

Po przeksztatceniu otrzymujemy:

Yi=Yo T f(XO’yO)(Xl_XO)

Oznaczajac X,-X, jako krok h otrzymujemy:

Yi=Yo T f(xo’ YO)h
Wykorzystujac obliczang wartos¢ y, mozna obliczy¢
wartosc y, dla x, jako:

Y, =Y, + f(x,y,)n X, = X, +h



Metoda Eulera

Mozna zatem wyprowadzi¢ wzor rekurencyjny:

Yin =Y T f(Xi’yi )h

A
°y
swartosé
prawdziwa
Yists wartosé
rzewidywan
- przewidywana
oy 4 q)
+————— h———>
i
*krok R
X




Metoda Eulera

y

wielkosc kroku catkowania - h
h= Xiv1)™ Xy

=Y+ (%, v )b




Metoda Eulera

Kl = Xy + h .}'Ip|+1 — .}Irr + 'ﬂ'.-l’r

Z definicji pochodnej (jako tangens kata nachylenia stycznej)
wiemy, ze:

.r_ﬂ".}'l

Y = I
s ﬂl.,-'
f(xﬁ'J'lﬁjZJ Z?J
"I—'\‘.}:I:h'f{rn‘.}"ﬁ}




Metoda Eulera

punkt przyblizony

—————— X

punkt szukany

X

i+1

Rys. 1.2 Interpretacja graficzna metodyv Eulera



Metoda Eulera

Alternatywnie:

ﬂ = f(x, V)
dx

Jd}-‘ = J’f{x. y)dx
}:a'+l o }!I' 4 Jf{]: }‘:I'l‘if

Obliczajgc catke metodg prostokgtow (!!! — jawna i niejawna
met. Eulera)

Vieg = Vi + F (. ¥ (X, — ;)

i



Metoda Eulera

Przyktad:

d}] —0.3x y — ?0 —0.3x 43 -1.2x
—=flx,y)==12y+Te ™" y=—_-€ ———€
dx Jx: ‘ 9
Przedziat0 £x 2.5 Warunek poczatkowy y(0) = 3. Krok h=0.5
x=0 =3
X, =x,+05=05  y,=y+05(-12y,+7¢"")=47
x,=x,+0.5=1 ¥, =y, +0.5(-1.2y, +7e¢ ") =4.893
X, =x,+05=15  y,=y,+05(-1.2y,+7¢ ") =4.550
Xs =X, +05=2 Vs =V, + 05{—1 .2_}-’4 + ?E_D'H‘* ) =4.052
X =x.+0.5=25  Ye=s+05(-12y;+7¢ ") =3.542
5.0 , e iﬂg
4.5} ° 4.50
swp e 40 |
350/ e a5, ™

0O 05 10 15 20 25 06 05 10 15 20 23



Metoda Eulera

Przyktad 2
i

dx

=—2x" +12x" —20x+38.5
Znajdzmy rozwigzanie dla przedziatu od x=0 do x=4 | warunku
poczatkowego y(0)=1 i kroku catkowania h=0,5 i h=0,1.

y = —%1‘4 +4x° —10x* +85x+1  Rozw. doktadne

Vo = Yo + F(X,, ¥, )



Metoda Eulera

Metoda Eulera

0 0,5 1 1,5 2 2,5 3 3,5

—+— Rozw. doktadne ——h=0,1 —&%—h=0,5

Doktadnos¢ w met. Eulera zalezy od h



Metoda Eulera

Analiza btedow
Btedy zaokraglen Wynikajg z arytmetyki zmiennoprzecinkowej w komputerze

Btedy obciecia Wynikajg z przyjetego przyblizenia metody rozwiazywania
réwnan.

Dwa rodzaje:

Btad lokalny — zwigzany w pojedynczym krokiem metody

Btad akumulowany — zwiazany z nawarstwianiem sie btedéw z poprzednich
krokow.

Razem dajg one catkowity biad obciecia.



%: fxy) y(0)=y,

Korzystajqc z rozwiniecie w szereg Taylora:

d?y , 1d°y
X —X ) +=
dx? (i1 =) 3 dx®

X Yi Xi»Yi XioYi

d 1
Yiie =i +_y (Xi+1 _ Xi)+§

- (%= %) =+

3

=Y+ f(xi’Yi)(Xm _Xi)+% fl(xi’yi)(xnl =X )2 +% f”(xi’yi)(xi+1 _Xi) T

Obcinajac pierwszym wyrazie

Yin=Yi T f(Xi ' Yi )h



Metoda Eulera

Btad lokalny w jednym kroku jest proporcjonalny do
kwadratu kroku (h?).

F — f'(-ﬂ'fr'-.rf}'hz

LI

Mozna wykazaC, ze bfad globalny (catkowity) jest
proporcjonalny do pierwszej potegi kroku.



Metoda Eulera

Zatozenie, ze nachylenie miedzy punktami x; I xi+1 jest
state jest gtbwnym zrodtem btedow w metodzie Eulera.
(zat. Metody prostokatow)

KoniecznosS¢ zmniejszania h -> pojawiajg sie btedy
zaokraglenia, + dodatkowy koszt numeryczny - obliczenia

dla wielu punktow



Przyktad — kumulacja btedow
| stabilnos¢ jawna i niejawna metoda Eulera

(d [u
dr | v

1009 2009 u
—1010 —-2010 vl

u(0) = 1,
k v(0) = 0.
Analityczne rozwigzanie tego problemu ma postac
u(a) — 2909099 __I_ 1909190 ,—1000z
o(z) = 1219 -« 1910 _1000s

099 999



Jawna metoda Eulera z krokiem h = 1/256.

jawna met. Eulera, h = -1

0 1.00000000
1/128 4,78867912
2/128 -5.74808168
3/128 23.44808960
4/128 -57.55829240
5/128 167.09159900
6/128 -456.02206400
7/128 1272.20862000
8/128 -3521.21387000



u(x)

30

20

10

L T T P
jawna metoda Eulera, h=1/256

+

4/128



2.0 I e e B S = o T | T | ’_)L

# __l_'-lJ—L*"{""":—“"’J:H::lx—!—:—::::::’:::::—a—nﬁ ------
S e ey
1.9 + jawna, h=1/2048 —+—
18 L | niejawna, h=1/256 —— |
1.7 | 3.0 T T T T T T | -
. [ oglt jawna, h=1/512 —— |
16 | 26 ﬁ+ . -
_ I 24l H} .
X 15H (i .
Y| “"”Fﬁﬁw _
14 [ 20 MR e | 1
134 | 16 || \Hlﬂ+i+ | |
| 1.4 q S -
12 1/ 1.2 LJ’ 4 -
10 " | | | | | | |
1.1 I 0 1/32 2/32 3/32 4/32 5/32 6/32 7/32 8/32 ]
1D 5‘,:" | | | | | ] |
0 1/128 21128 3/128 4/128

Rozwigzanie jawng metoda, Eulera z krokiem h = 1/512, takze wykazuje silne
oscylacje ale oscylacje te sg ttumione. Jednoczesnie jawna metoda Eulera z
krokiem h=1/2048 oraz niejawna metoda Eulera z krokiem h=1/256 nie oscylujg

| mimo poczatkowych odchylen od rozwigzania doktadnego, zbiegajg sie do niego
bardzo szybko.



Metody Rungego-Kutty

W metodach tych nachylenie szacowane jest na podstawie kilku punkiéw
wewnatrz przedziatu. Rézne metody RK klasyfikowane sg ze wzgledu na ich

rzad (odpowiadajacy liczbie punkiéw wzietych do szacowania nachylenia)

Np. metoda BRK drugiego rzedu ma lokalny btad obciecia O(h?) i akumulowany
btad obciecia O(h2).

Metody Rungego-Kutty drugiego rzedu

Vi = Y. T ({11“(1 +0,K, ]h

K1 - f(*ry .1-"11)
K, = f(x. +ah,y, +b,hK,)

State ¢,,c¢,,da,, bz] zaleza od wybranej metody drugiego rzedu



Metody Rungego Kutty

Zmodyfikowana metoda Eulera w postaci metody RK drugiego rzedu

Vi =V +% (K, +K,)h

K, =f(x.y)
K,=f(x,+h,y, +K,h)

.=V, +h f (X Yo+ f (X, }‘E;}
| 2

}:'+I

Réwnania te mozna otrzymac catkujac ogdine réwnanie rézniczkowe zwyczajne

za pomocg metody trapezow.



Metody Rungego Kutty

ji f(xy) y0)=y,

Korzystajac z rozwiniecie w szereg Taylora:

2 3
y|+l yl + ﬂ d d

dx

1 1
(Xi+1 — X )"‘5 (Xi+1 — X )2 "‘5 (Xi+1 — X )3 T

Xi,Yi ) Xi, Vi ) Xi,Yi

=Yt f(Xi!yi)(Xi+1 - Xi)+% f (X, yi)(xi+1 — X )2 "'% f”(xi’Yi)(Xm — X )3 T

Widac ze metoda Eulera jest metodg Rungego-Kutty pierwszego rzedu

Yia=Yi t f(Xi ' Yi )h



Metody Rungego Kutty

Wz6r dla metody Rungego-Kutty drugiego rzedu bedzie
wyglgdat nastepujgco:

Yia=Yi T f(Xi’yi )h"'% f ,(Xi’yi)hz
dla metody czwartego rzedu:

Vi = Yo+ T YO+ YR (v R+ (v

Trzeba jakos wyznaczy¢ pochodne f" metody stopnia
drugiego i ', ’, '’ dla metody stopnia czwartego



Metody Rungego Kutty

Dla metody Rungego-Kutty drugiego rzedu wzor:
Yia=Yi f(xi’yi)h+% f ’(Xi’yi)hz

mozna zapisac jako:

Yia=Yit (C1K1 +C, Kz )h
gdzie: K,=f(x,y,) K,=Tf(x+ah,y +b,Kh)

aby wyznaczyc¢ wspotczynniki c,, c,, a,, b,; nalezy
rozwigzac ukfad rownan:

1 1
Cl +C2 :1 C2a2 :E C2b21 — E

zazwyczaj wartosc c, wybiera sie aby rozwigzac pozostate



Metody Rungego Kutty

Zazwyczaj c, przyjmuje jedng z trzech wartosci: 2, 1, 2/3

Metoda Heun’a

Metoda midpoint

Metoda Raltson’a

1 2
CZ:E c, =1 C2:§
1 1 1 1 3 3
01=§ a,=1 by,=1 | ¢ =0 aZ:E b21—E c1:§ a2:Z bZl:Z
Yia =Yi + ( K, +%k2)h Yia = Vi tK;h y,+1—yi+(%k1+gk2jh
klzf(xi’yi) klzf(xi’y) klzf(xi’yl)
k, = f(x, +h,y, +kh) [k, = f(xi +%h Y. +%k1h k, = f(xI +—h,y, +§k1hj




Przykfad (schtadzana kula, ..., podac temp. Po 480

sekundach)

déo

dt

1200 B

1004 4\

=
[
=]
[

temperatura ©(K)

0 100

200

3I£IEI
czas t(s)

400

a0a

a0

- ~2.2067x1072(¢* ~81x10°)

6(0)=1200K

Doktadna wartos¢ rozwigzania
obliczona analitycznie wynosi:

0(480) = 647.57K

Rozmiar @(480)
kroku h | Eyler Heun | Midpoint | Ralston
480 | -987.84 | -393.87 | 1208.4 | 449.78
240 110.32 | 584.27 | 976.87 | 690.01
120 546.77 | 651.35 | 690.20 | 667.71
60 614.97 | 649.91 | 654.85 | 652.25
30 632.77 | 648.21 | 649.02 | 648.61




Metody Rungego-Kutty

Metody Rungego-Kutty czwartego rzedu
Vig =V, +(£‘]K1 +c,K, +¢c,K, +r:4K4)h
K,=flx.y)
K,= f(x, +a,h.y, +b,hK,)
K,= f(x, +ah,y +b,hK, +b,hK,)
K,= flx, +ah,y, +b, hK, +b,hK, +bhK,)

Klasyczna metoda RK IV rzedu

1 2 1
G=C=g G=G g G=0=b=b,=7
a,=bz=1, by=b,=b,=0
WtEdy }JH]:}rl_+é(Kl+2K3+2K3+K4}h

Kl = f{'tf"}l!}

1 1
K, = f(x +Eh,}-‘,- +EK|-’E:I

| |
K:=f(x,+=h v, +=Kh
3 f{ i 2 o 2 2 }

K*l = f{'rf +h5 i +K1h}




Metody Rungego-Kutty

Catkowity btad obciecia w metodzie RK |V rzedu jest O(h4).

Réwnania w czerwonej ramce mozna wyprowadzi¢ catkujac ogdlne réwnanie
rézniczkowe za pomocg metody Simpsona 1/3.

i yx) ——_ Vi Y —
*—_ Exact  Sg—
solution i
it K’lh
4 % i |-I.'IPL‘.'_ K1
!
2 Slu;p-e'. K2 :I X
Xi Ell Kot
X 2}:
- 2 s
(b)
Y yx) Nnilmg:ﬁca!
Slope: %‘[M*‘EFJ:'EK;-Kq] 7 solution
—— Exact :-.____‘ Exact
i solution ; i
|
S]DIH:Z K4 ‘
Z i
! X
x| i |




Metody Rungego-Kutty

Metode okreslona wzorem:

5
F?Hl - 1z"v}:r + ani‘k:‘ >
i=1

gdzie:
k, =hf(x,.y,),

i-1
k, =hf(x, +ahy, +Zb¥ki)qf > 1,
J=1

w,.da,,b, - stale,

nazywamy metodq Rungego-Kuiry.



Tabela 7.1. Wartosci wspolezynnikow w metodach typu Rungego-Kutty

Rzad

Stale w; Wartosci wspolczynnikow k; Metoda
metody
1 w=1 k, =/f(x,.y,) Eulera
k, =/f(x,.y,) Heuna
P w=e=12 | Mf(x, + .y, +k,) (ulepszona
} Eulera)
==1/6 ky =Nt (x,.y,) pokrewna
3 " 1_1,; {_ " k, =f?f(x‘n + 0.543!.}-'” + 0.‘51(1) metodzie
- Wo=2/3 - .
) k, =Mf(x, +h.y, -k, +2k,) Simpsona
k, =/hf(x,.v,)
.- k, =/f(x, +0.5h.y, +0.5k,)
A w=w=1/6 k, =hf(x, + 0.5y, +0.5k,) klasyczna

Woa—W1— 1 3

k, =/f(x, +y, +k;)

Rungego-Kutty




Dobdr odpowiedniego kroku h jest kluczowy dla

temperatura ©(K)

Przyktad z kulg cd

odpowiedniej doktadnosci rozwigzania stosujgc metode
Rungego - Kutty czwartego rzedu.

1600

1200

g00

400

dokladne rozwigzanie
h=120

hi=240

czast(s) peamn

200 400 B

10

rozmiar

0
kroku h 9(480) <] %
480 |-90.278| 113.94
240 | 594.91 8.1319
120 | 646.16 | 0.21807
60 647.54 | 0.0051926
30 647.57 | 0.00013419




Metody Rungego-Kutty

Przyktad
Rozwiazmy réwnanie Dokiadne rozwigzanie
d"&\ 9
—=y—x y=242x+x"—¢"
dx
Warunek poczatkowy: _1‘(0) =]
Krok: h=0.1
Pojedyczny krok:

K, = h[f(x.y)]=0.1£(0.1)=0.1(1-0%)=0.1

K,=h f

{f

.r+%h. y+%!{’] ﬂ =0.1£(0.05,1.05)=0.10475

\

"

K, = fLI+%h. y+2K, }: 0.1£(0.05,1.+ K, /2)=0.104988

K,=h[f(x+hy+K,)]=0.1£(0.11.104988) = 0.109499

vo=, +é[f(l £2K, +2K, + K,]=1.104829



Metody Rungego-Kutty

X y fix.y) K ; Kz Ks K4 Wart. rzec
] 1 1 0.1 010475 0.104988| 0.109459 1
0.1] 1.104829( 1.094829] 0.109483| 0113707 0.113918) 0.117875( 1.104829
0.2] 1.2185597( 1178597 0.11786| 0.121503] 0.121685) 0.125028( 1.218587
0.3] 1.340141( 1.250141) 0.125014) 0.128015] 0.128165) 0.130831( 1.340141
0.4] 1.468175( 1.308175] 0.130817| 0.133108] 0.133223] 0.13514( 1.468175
0.5] 1.601278| 1.351278] 0.135128| 0.136634] 0.13671| 0.1377598( 1.601279
0.6] 1.73788 1.37788] 0.137788| 0.138427| 0.138459| 0.138634( 1.737881
0.7] 1.876246| 1.386246] 0.138625| 0.138306] 0.13829) 0.137454( 1.876247
0.8] 2.014458( 1.374458] 0.137446| 0.136068] 0.135999) 0.134045( 2.014459
0.9] 2.1503596( 1.340396] 0.13404| 0.131492] 0.131364| 0.128176( 2.150387
1] 2281717 1.281717) 0128172 012433 0.124138]) 0.119586( 2.281718

Metoda RE IV zedu

Blad bardzo maly.

y(5) = -111.4129 (-111.4132) A

¥ Val ue

€| ——Wart. dokl.
! — HE N rzedu

X Value




Metody Rungego-Kutty

Poréwnanie miedzy metodami drugiego i czwartego rzedu pokazuje réznice:

¥ Value

Porownanie metod RK

XValue

Bilad absolutry

Btad metody

1000 i
2.00 E
.00 E
400 ;

20 F

e [y I || e bk HEC

il y]

X Valus




Rozwiazywanie rownan rozniczkowych

Uktady rownan rézniczkowych: Szukamy funkcji

V: = _1-}(1")5 i=12.....m.

spetniajgcych rownania

r'd .
ﬁ = L% )
dy.
{ d‘_j = fl(‘T' _1'1 -".-l'rm)
dy
d: =f (x,v,...v,)

z warunkiem poczatkowym:

V(X)) =V, i=12,m.



Uktady rownan rézniczkowych

Kazde z n rownan moze byc rozwigzane z uzyciem
opisanych wczesniej metod rozwigzywania uktadow
rownan rozniczkowych zwyczajnych stopnia
pierwszego



Uktady rownan rozniczkowych

dy
1 . . . .
— = _f,(r, Vis Vasees V)
dt
dy,
?_ » E(I" -1‘:]’ FE""’ }n)
dy .
S [ Yo )

w(t) =Y,
v, (1) =Y,
.TJ'E {'rljI = Yn

Rozwigzywanie ukladu r. r. za pomocg metod RK

Najpierw liczymy K, dla wszystkich rownan.

Potem liczymy K, dla dla wszystkich rownan.

Gdy znamy wszystkie K, obliczamy wszystkie y; ;.



Przykiad: Ukiad trzech rownan rézniczkowych

dy
- = X, V.4, w
e filx,y,z,w)
d-s-
d_::: f(x, v, 2, W)
dw

= "x'ﬂ 1.}1 '71 ull
e flx, vy, z,w)

w zakresie [a,b] z warunkami poczatkowymi y(a) = y,, z(a) = z,, w(a) = w,.

KROK 1: Liczymy K,
K}.'_l =[x Vi 7o w;)

K:-l = fj('ri- Vi. Zi» w;)

K f— : _'._| .'12'-. T
KROK 2: Liczymy K, wa = Ja (X, Yin Zio W)

1 1 1 1
K, ,=fx +Eh, v +EK""'}L z; +EK:_1h, W, +§Kn_1h)

: I 1 1 |
K:.: = jz{xl- +Eh, ¥ +§Kﬁ._|h, ; +E K:_1.IEI, W, +EK“'1h)

1 1 1 1
K .=fx+=hy+=-K hz;+=—K_hw+=K_h
w,2 f:‘l( ! 2 .} 2 vl 2 | 2 N )



KROK 3: Liczymy K,

I I 1 I
K_‘E_.El = ‘f; (JL’:- +Eh, }ri +E K_‘E_.Eh" Ej; +EK:r1h, lrl’i +E Kw-jh}

D P o l
K;__} = fz(.r!- +E.h, }'!- +EK},r2h, Zi +E K:,Eh'-‘ W, +EK“'-‘2h)

| | | |
K, .= fi(x, +Ek, y, +5K-""2h’ G+ K_,h.w, +5KW__2F1J
KROK 4: Liczymy K,

K,,=fi(x;+ h,y, + K},__Sh, z +K_how, + K h)
K_,=/f(x+ h,y,+ K}_Jh, z,+ K:jh, w, + K“,jh}
K..=f(x;+hy +K hz;+K_;hw,+K, ;h)
KROK 5: Liczymy y; |
V= (K + 2K, 42K, 4K
z:'+I = zr' +é(K:] + 2K:.1 + ZK:T + K:.ii)h

H'::'+| = H}i +é(Kw.] + 2Ku'.2 + 2Ku'.3 + Kn‘.iiJ}'



Roéwnania rozniczkowe wyzszych rzedow

m 2_, '{H—”,
d’) _f[ ?ﬂ"b a’) d }J dla a<x<b

o meees

dx” “dxdxt T dxY
Warunki poczatkowe:
dy d" "y
v(ia)= n =A,, .. - w1 = A
Vs A x=a

Réwnanie n-tego rzedu mozna przeksztatci¢ w ukfad n réwnan pierwszego rzedu:

¢
d‘r d‘l"*’l d B V du,ﬂ—l d " }
W= W= b= W= )
(ﬁ dx dx dx dx
Mamy zatem ukiad:
dy :
=w z warunkiem y(a)= A,
dx
dw ;
il U W, zwarunkiem w,(a)= A
dx
d“ i—2

zwarunkiem w,_,(a)=A__



Przyktad:

Réwnanie rozniczkowe trzeciego rzedu
2

d’y dy dy
T =2x-3y+4—+x—
dx dx  dx”
z warunkami poczatkowymi: ¥(0) =3
o _,
[it x=0
d :;! _7
dx™|

mozna przeksztalci¢ do postaci

dy . .

) A W, zwarunkiem y(0) =3

dx

dw .
L= w, zwarunkiem w,(0)=2

dx

dw, , .

==2x—3y+4w, +xw, zwarunkiem w,(0)="7

dx



V'+y' +y=sinx

F
! (0)=0 y =u
» :
’ W =51MmMx—VyV—u
y'(0)=0 )
[birn 0,1]
[ X ¥ v [czyl )| ki gl k3 g2 k3 g3 kd 4
0 ] ] 0 i O 0| 0,004998] 000025 0004748) 0,000476) O 003434
1 01| 0 C001E2 | 0,009829] 0/0004593] O0054E4] 0,000507] 0,013946] 000118] O,013722] 0,001855] 00175979
2 02 B E01115] D.0i8E12| Do018R1| O 017654] O.001954] O002178] O00295) 0021581 0 O04019] O 05|
3 03| '00cE726| 0,040336 0 O040D4| 005155 | O004335] 0 02B434| OO05445| O02876| 0 DDGES| DO31175
4 04 000E7ES| 0063523 000535 031213 0.007195] 0 033865| 0003545 0,033715]) 0 010224 | 0035853
5 05| 001655 | 0,102249| 000226 | 006032 | 0.010736| 0,038045] 0012127 | 0.037919] 0.014017 | 0039549
B Og( D19 | O 140167 | 0094007 | O 02eese | 0014718) 0,040068) 0016065 0040066 O,018103 004165
i 07| O 0d44133] 0,181022| 0,018102] 0041906| 0,019007| 0,042648| 0/020235| 0,0425686| 0,022359| 004294
F 0 5|[[0 053568 | 0,223567| D,022357 | 0042963 | 0,023475| 0,043109| 0024512| 0,043086] 0,026667| 0042524]
g 03|[0fee1=3| 0266587 D025a50| O 47662 | 0,027992] 0,042305] 00257 7a| 0,042351| 0,030894] 0 0d1553|
10 7|0 116622 | 0.308006| D030=01| O (41563 | 0032435] 0,040564] 0,032310| 0040539| 0.034044| 0030221
1 1.1|[0 145265 | 0349409 DO34947| 002004 O 096643 0 D37ER7| OOE=0%| 0037677| 0 038700| O 35273
12 1.2 3,186175| 0387049 D033705| 0055062 | 0.04064| 0,0330847| 0040397 | 0,033852| 0.04209| 0031602
13 13|10 228055 0420864 DO42035( 0051604 | 0.044191| 0.028136| 0043543| 0.029154| 0.045002( 0025524
14 14| 0270412 | '0,443982| D044933| 0 020506 | 0,047248| 0,023657 | 0245131 | 0,023687 | 0,047367| 0020723
15 75| 021655] O,473634] 0,047353| 0020651 | 0,045732| 0,017517| 0049299 0,017558 0,049179] 0,01 4319
15 1 5| 0265667 | 0,491161| D49116| 0014773 0,051572] 0010832 0,049658| 0,0108A1] 0,050204] 0 o0742a]
17 17|[0 415664 | 0502016 D5102| 0007367 | D052712| 000372 0050353| O003777| O,050670| 0000163
15 13|00 4671 47 | 0505771 DOS0SZT| S 3E06| 0053106 -D.0037| 0050352 | -0.00363( 0050214 Q00734
15 19((DE18445 | 0502119] 0050212 000743 0053723]  -0,0113) 0049647 | -0.01123| 0,040080( 001497
20 2|l 0EEG 18] 0490876 0049053 001507 | 0.051542] -0.01B06| 0O043133( -0.01389] 0.047198] 00225

+



Przyktad

Rozwigz rownanie: e 2 y=e", y(0)=

oraz oblicz y(0.75)

Podstawiajac: 3—{ =7

Po podstawieniu rownanie przybiera postac:



Przyktad c.d.

W efekcie nalezy rozwigzac nastepujacy uktad rownan:

%:e‘t —2z-y="1,(t,y,z), z(0)=2

Stosujgc metode Eulera:
Yia=Yi T fl(ti  Yir 4 )h
2,0 =2+ F,(t, v, 2



Przyktad c.d.

Krok 1: 1=0,t,=0, y,=1, 7, =2

yi+1 — yi + fl(ti,yi,zi)h Lin =4+ fZ(ti’yi’zi)h
ylzyO_I_fl(tO’yO’ZO)h =124yt fz(to’yo’zo)h
=1+ £,(0,1,2)(0.25) =2+ 1,(0,1,2)(0.25)
-1+2(0.25) - 2+(e° -2(2)-1)0.25)
=15 -1
dy
y, = y(0.25)~ 1.5 2,=2(0.25)= 5(0-25%1

t=t, =t,+h=0+0.25=0.25




Przyktad c.d.

Krok 2:

1=1,1=025y,=15172=1

yi+1 y|+f( yl’ |)h

Lig =4+ fZ(ti’yi’zi)h

Yo=Yt fl(tl’ Yi, Zl)h
=1.5+ f,(0.25,1.5,1)(0.25)
=1.5+(1)(0.25)
=1.75

y, = y(0.5)~1.75

Ly=4+ fZ(tl’ Yi Z1)h
=1+ 1,(0.251.5,1)0.25)
=1+(e°% - 2(1)-1.5)0.25)
=1+(-2.7211)(0.25)
=0.31970

z, =12(0.5)~0.3197

t=t, =t, +h=0.25+0.25=0.50




Przyktad c.d.

Krok 3: i=2,t,=05, Yy, =175, z, =0.31970

Yia =Y T fl(ti,yi,zi)h Lig =4+ fZ(ti’yi’zi)h
Y;=Y, + fl(tziyz’zz)h 23=22+f2(t2,y2,22)h
~1.75+ fl(0'50’1'75’0'31970)(0'25) =0.31972 + f2(0.50,1.75,0.31970)(0.25)
~1.75+(0.31970)(0.25) —0.31972+ (¢ °* - 2(0.31970)-1.75)0.25)
_1.8299 =0.31972+(~1.7829)(0.25)
=-0.1260
y, = y(0.75) ~ 1.8299 z, =2(0.75) ~ —0.12601

t=t,=t,+h=05+0.25=0.75




Przyktad c.d.

Otrzymane rozwigzanie to:

y(0.75)~ y, =1.8299

Wartosc¢ doktadna to:
y(0.75)  =1.668

Btad wzgledny otrzymanego rozwigzania wynosi:

x100

1.668—1.8299
ol :‘ 1.668




Dla RR drugiego rzedu - Metody Rungego-Kutty-Nystroma

y' = flz,y(z), ¥ (x), y(xzo) =vo. ¥ (x0)=yg
1
yLH == UL + E{ﬁﬂ] + 2.{-_‘-3 + 2&‘3 —+ .Lﬂ

1
nst = Yo+ h(y + 5 (k1 + ko + ko)

1
k1= §hf(~'17m ymy:-r,)

1 1 1 1
ky = Shf(zn+ She yo+ K.y, + k1) gdzie K = Sh(y, + Ski)
1

1
Fq §hf(;tn—l—§h, Y, + K, 1, + ko)

1 1
ky = §hfl:;1?n + h, y, + L, y, + 2k3) gdzie L = Eh{t,r; + k3)



Zadanie domowe

PoniZzsze rownanie opisuje drgama thumione sprezyny.

[d*x dx 5

+ 20—+ a;x=10
| dt’ JH.::a’.a* ’
1x(r=0)=1
X'(t=0)=0
gdzie:

X — rozclggnigcie sprezyny [m]

x' — predkos¢ ruchu sprezyny [m/s]

B — wspolezynmk thamiemia = 1.8

wp — czgstothhwosé drgan wlasnych [1/s] = 10



Przyjac¢ h=0,01, rozwigzac robwnanie metodg Eulera i RK 4
wykresli¢ zaleznos¢ amplitudy i predkosci od czasu.
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