
Rozwiazywanie równań różniczkowych 

  
Równaniami różniczkowymi nazywamy takie równania, w których 

występuje związek funkcji niewiadomej i jej pochodnych 
 

 
x2y’’+xpy’+qy=0  (p, q – stałe) 
 
 
a szukaną niewiadomą (rozwiązaniem) jest funkcja lub wektor 

funkcyjny, których pochodne i same funkcje muszą spełniać 
odpowiednie równania. 

Rząd równania różniczkowego to rząd najwyższej pochodnej. 
R.R zwyczajne (jednej zmiennej niezależnej) 
R.R cząstkowe  (wielu zmiennych) 
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Równania różniczkowe zwyczajne 
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Ogólną postać zwyczajnego równania różniczkowego można 
przedstawić w postaci: 

- niewiadoma funkcja zmiennej rzeczywistej x 

- pochodna rzędu „n” funkcji f(x) 

Rząd najwyższej pochodnej występującej w równaniu nazywamy  
rzędem równania. 
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Rozwiazywanie równań różniczkowych 

 Równania różniczkowe są spotykane praktycznie we wszystkich 
dziedzinach nauk ścisłych i przyrodniczych a szczególnie w: 

 
• Fizyce (np. równania Maxwell’a, równania ruchu, mechanice 

kwantowej, …) 
• Mechanice (np. równania ruchu harmonicznego) 
• Elektronice (np. stany nieustalone w obwodach elektrycznych) 
• Automatyce (np. warunki sterowalności układu) 
• i wielu innych dziedzinach nauki i techniki 
 



Rozwiazywanie równań różniczkowych 

Ograniczymy się do metod numerycznych rozwiazywania równań 
różniczkowych zwyczajnych rzędu pierwszego  (zagadnienie 
Cauchy’ego ) 
 

 

 

równania wyższych rzędów da się sprowadzić do równania rzędu 

pierwszego i układów równań różniczkowych. 



Rozwiazywanie równań różniczkowych 

Przykłady 
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Rozwiazywanie równań różniczkowych 

Numeryczne rozwiązanie równania różniczkowego – zbiór 
punktów, które przybliżają funkcję y(x) – możliwość 
obliczenia(podania) wartości funkcji y(x) w „dowolnym” punkcie 
innym niż x0. 

y’=xy 
y(0)=1 



•Met.Numer. wykład •7 

 Metoda Eulera pozwala na numeryczne rozwiązanie 
równania różniczkowego zwyczajnego rzędu 
pierwszego postaci: 

( ) ( ) 00,, yxyyxf
dx
dy

==

Metoda Eulera 

numerycznie wyznaczamy rozwiązanie równania 
różniczkowego w postaci tabeli  x, y oraz wykresu y(x). 

Aby rozwiązać to równanie, musimy znaleźć wartości 
funkcji y=y(x) w x=xn=x0+nh.  
 
Zakładamy, że kolejne punkty rozwiązania oddalone są od 
siebie na osi x co krok h, a na osi y co ∆y 
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Dla x = x0 = 0 wartość y = y0  

 y 

Φ 

krok h 

x 

wartość prawdziwa 

y1, wartość 
przewidywana  ),( 00 yx

1x

 Znając f(x, y) i mając dane wartości x0 i y0 z warunku 
początkowego y(x0) = y0 można obliczyć nachylenie 
funkcji y do osi X (wartość f(x, y)) w punkcie (x0, y0) 

Metoda Eulera 
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( )hyxfyy 0001 ,+=

Po przekształceniu otrzymujemy: 

Oznaczając x1-x0 jako krok h otrzymujemy: 

Wykorzystując obliczaną wartość y1 można obliczyć 
wartość y2 dla x2 jako: 

( )hyxfyy 1112 ,+= hxx += 12

Metoda Eulera 
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( )hyxfyy iiii ,1 +=+

Można zatem wyprowadzić wzór rekurencyjny: 

• 
Φ 

•krok 
•h 

•wartość 
prawdziwa 

•  
•  yi+1, wartość 
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Metoda Eulera 



Metoda Eulera 



Metoda Eulera 

Z definicji pochodnej (jako tangens kąta nachylenia stycznej) 
wiemy, że: 

( )hyxfyy nnnn ,1 +=+



Metoda Eulera 



Metoda Eulera 

Alternatywnie: 

Obliczając całkę metodą prostokątów   (!!! – jawna i niejawna 
met. Eulera)  



Metoda Eulera 



Metoda Eulera 

Znajdźmy rozwiązanie dla przedziału od x=0 do x=4 i warunku 
początkowego y(0)=1 i kroku całkowania h=0,5   i h=0,1. 

Rozw. dokładne 

( )hyxfyy nnnn ,1 +=+

Przykład 2 



Metoda Eulera 

Dokładność  w met. Eulera zależy od h 



Metoda Eulera 
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( ) ( ) 00,, yyyxf
dx
dy
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 Korzystając z rozwinięcie w szereg Taylora: 
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       Obcinając pierwszym wyrazie 

( )hyxfyy iiii ,1 +=+



Metoda Eulera 

Błąd lokalny w jednym kroku jest proporcjonalny do 
kwadratu kroku (h2).  
 
 
 
 
Można wykazać, że błąd globalny (całkowity) jest 
proporcjonalny do pierwszej potęgi kroku. 



Metoda Eulera 

Założenie, że nachylenie między punktami xi i xi+1 jest 

stałe jest głównym źródłem błędów w metodzie Eulera. 

(zał. Metody prostokątów) 

Konieczność zmniejszania h ->  pojawiają się błędy 

zaokrąglenia, + dodatkowy koszt numeryczny  - obliczenia 

dla wielu punktów 

 



Przykład – kumulacja błędów  
i stabilność jawna i niejawna metoda Eulera 



Jawna metoda Eulera z krokiem h = 1/256. 





Rozwiązanie jawną metoda˛ Eulera z krokiem h = 1/512, także wykazuje silne 
oscylacje ale oscylacje te są tłumione. Jednocześnie jawna metoda Eulera z 
krokiem h=1/2048 oraz niejawna metoda Eulera z krokiem h=1/256 nie oscylują 
i mimo początkowych odchyleń od rozwiązania dokładnego, zbiegają się do niego 
bardzo szybko. 





Metody Rungego Kutty 
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 Korzystając z rozwinięcie w szereg Taylora: 
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Widać że metoda Eulera jest metodą Rungego-Kutty pierwszego rzędu 

( )hyxfyy iiii ,1 +=+

Metody Rungego Kutty 
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 Wzór dla metody Rungego-Kutty drugiego rzędu będzie 
wyglądał następująco: 

( ) ( ) 2
1 ,
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1, hyxfhyxfyy iiiiii ′++=+

( ) ( ) ( ) ( ) 4'''3''2'
1 ,
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1, hyxfhyxfhyxfhyxfyy iiiiiiiiii ++++=+

dla metody czwartego rzędu: 

Trzeba jakoś wyznaczyć pochodne f’ metody stopnia 
drugiego i f’, f’’, f’’’ dla metody stopnia czwartego 

Metody Rungego Kutty 
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( )hKcKcyy ii 22111 ++=+

( ) ( ) 2
1 ,

!2
1, hyxfhyxfyy iiiiii ′++=+

Dla metody Rungego-Kutty drugiego rzędu wzór: 

można zapisać jako: 

( )ii yxfK ,1 =gdzie: ( )hKbyhaxfK ii 12122 , ++=

aby wyznaczyć współczynniki c1, c2, a2, b21 należy 
rozwiązać układ równań: 

121 =+ cc
2
1

22 =ac
2
1

212 =bc

zazwyczaj wartość c2 wybiera się aby rozwiązać pozostałe 

Metody Rungego Kutty 
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Zazwyczaj c2 przyjmuje jedną z trzech wartości: ½, 1, 2/3 
Metoda Heun’a Metoda midpoint Metoda Raltson’a 
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Metody Rungego Kutty 
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Rozmiar 
kroku h 

Θ(480) 
Euler Heun Midpoint Ralston 

480 
240 
120 
  60 
  30 

-987.84 
110.32 
546.77 
614.97 
632.77 

-393.87 
584.27 
651.35 
649.91 
648.21 

1208.4 
976.87 
690.20 
654.85 
649.02 

449.78 
690.01 
667.71 
652.25 
648.61 

czas t(s) 

te
m

pe
ra

tu
ra

 Θ
(K

) 

dokładne rozwiązanie 

Przykład (schładzana kula, …, podać temp. Po 480 
sekundach) 

 Dokładna wartość rozwiązania 
obliczona analitycznie wynosi: 

K57.647)480( =θ

( ) ( ) K12000      ,1081102067.2 8412 =×−×−= − θθθ
dt
d



Metody Rungego-Kutty 



Metody Rungego-Kutty 
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Metody Rungego-Kutty 
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( )480θ %|| t∈rozmiar 
kroku h 

480 
240 
120 
60 
30 

-90.278 
594.91 
646.16 
647.54 
647.57 

113.94 
8.1319 
0.21807 

0.0051926 
0.00013419 

czas t(s) 

te
m

pe
ra

tu
ra

 Θ
(K

) dokładne rozwiązanie 

 Przykład z kulą cd 
 
Dobór odpowiedniego kroku h jest kluczowy dla 

odpowiedniej dokładności rozwiązania stosując metodę 
Rungego - Kutty czwartego rzędu. 



Metody Rungego-Kutty 



Metody Rungego-Kutty 



Metody Rungego-Kutty 



Rozwiazywanie równań różniczkowych 

Układy równań różniczkowych: Szukamy funkcji 

 

spełniających równania 

 



Układy równań różniczkowych 

 Każde z n równań może być rozwiązane z użyciem 
opisanych wcześniej metod rozwiązywania układów 
równań różniczkowych zwyczajnych stopnia 
pierwszego 















Przykład 
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Podstawiając:            

Po podstawieniu równanie przybiera postać: 

oraz oblicz y(0.75) 



Przykład c.d. 

W efekcie należy rozwiązać następujący układ równań: 
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Przykład c.d. 

2,1,0,0 000 ==== zytiKrok 1: 
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Przykład c.d. 

Krok 2: 
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Przykład c.d. 

Krok 3: 

( )hzytfyy iiiii ,,11 +=+
( )hzytfzz iiiii ,,21 +=+
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Przykład c.d. 

Otrzymane rozwiązanie to: 

( ) 8299.175.0 3 =≈ yy

Wartość dokładna to: 

( ) 668.175.0 =
exact

y

Błąd względny otrzymanego rozwiązania wynosi: 

100
668.1

8299.1668.1
×

−
=∈t



Dla RR drugiego rzędu - Metody Rungego-Kutty-Nystroma 



Zadanie domowe 



Przyjąć h=0,01, rozwiązać równanie metodą Eulera i RK 4 
wykreślić zależność amplitudy i prędkości od czasu. 
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