Rozniczkowanie numeryczne

Obliczanie pochodnych (rézniczkowanie) jest podstawowym
elementem w metodach optymalizacji, znajdowania ekstremow,

badaniu Zmiennosci funkcij, rozwigzywaniu rownan
rozniczkowych, algebraicznych, obliczaniu wielkosci
fizycznych,......

Pochodna jest miarg szybkosci zmian wartosci funkcji wzgledem
zmian jej argumentow

Przyktady pochodnych f. elementarnych
X'=1
(sinx)’=cos(x),
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Obliczanie analityczne (ze wzorow) pochodnych jest czesto
bardzo trudne, Ilub niewykonalne (nieoptacalne). Mozna
wykorzystac programy do obliczen symbolicznych.

f(x)=In(sin?3x)/arctg(x/2) x,=5
Czasami jednak nie znamy nawet postaci funkcji.
KoniecznoS¢ zastosowania rozniczkowania numerycznego

liczymy pochodng funkcji w punkcie X, .
(wartosc pochodnej w X,) - liczba

f(Xo)
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Definicja pochodnej funkcji w punkcie x

Funkcja f(x) jest rozniczkowalna w punkcie x jesli jest ciggta w tym

punkcie I istnieje skonczona granica

o fa A~ (@)
Jr) = ;31;1211 Ar
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Zapisujgc inaczej

f;(:r) = lim f(i‘ i h) — f(:r-') — lim f(;rr _ h) _ f(-'i-‘)

h—() h hh—0) I:—h\,l

gdzie Ax, h mate odchylenie od x
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Dwa podstawowe sposoby rézniczkowania numerycznego:

1. Metoda roznic skonczonych.
Metoda polegajgca na przyblizeniu pochodnej funkcji poprzez
skonczone roznice, w dyskretyzowanej przestrzeni. Mozna jg
wyprowadzi¢ wprost z ilorazu réznicowego, badz z

rozwiniecia w szereg Taylora.
2. Rozniczkowanie funkcji aproksymujgce;.
Aproksymujemy punkty wyrazeniem, ktére moze byC tatwo

rozniczkowalne, np. wielomianem, funkcjg wyktadnicza, itp.



Najprostsze przyblizenie

() = lim fle+h) = [(2) = lim Jlr — h) — f(x)

h—1() h. fi—0 (_.h)

Najprostsze przyblizenie — wprost z definicji: wzor dwupunktowy ,w przod”

fle+h)— f(r)
h

fir) =~

Dla matych h>0



Wzor dwupunktowy ,w tyt”

alternatywnie: wzor dwupunktowy ,w tyt”
. flx) — f(z —h)
fla) ~ =

Zaktadamy oczywiscie, ze znamy wartosc funkcji w punkcie x i x+/-h

f(x0-h)

f(x0)  f(x0+h)

x0-2h x0-h x0 x0+h x0+2h
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Interpretacja graficzna pochodnej i przyblizonych metod:

T — -F.'

Wybor h jest kluczowy dla jakosci wyniku
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Jakie h wybrac?
Jaki btgd popetniamy przy takim przyblizeniu?

A
Zaktadamy, ze funkcja jest liniowa
pomiedzy tymi 2 punktami, im f(x)
mniejsze h tym jest to lepiej spetnione
Sprawdzenie ,numeryczne” btedu N
flx) =x". f(x)
fll+h)— f(1—nh)
fi o7 Error
0.1 1.005008325 0.005008325
0.01 1.000050001 0.000050001 w punkcie x=1
0.001 | 1.000000500 0.000000500
0.0001 | 1.000000005 0.000000005
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Analiza btedow — rozwijamy f(x) w szereg Taylora w poblizu punktu xO:

flz) = f(ﬂ?o)vaf(ﬂ?o)($—$D)+%f”(mu)(213—fﬂn)2+élfm(ﬂ3o)($—$G)3+Rs(ﬂf)
Dla x=x,+h

F(@oth) = @)+ £ @)+ @)k + L F” (@o)h + Ra(wo+ h)

Zapisujgc w funkcji btedu obciecia

r 1 . N S
fle+h)= flz)+hf'(z)+ .}—'f”L&;j.

Gdzie ¢ lezy pomiedzy x i x+h
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Przeksztatcajgc otrzymujemy:

. fxz+h)—flz) h _, .
filzr)= 2 o (e,

flcth)-f(x) _f'(x), f"(x),

f’(.r) =_ h __ 2

W metodzie tej
popetniamy bfad rzedu h  ozn. O(h)

6

-
-
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Niestety wzor dwupunktowy — wolno zbiezny, duzy btgd kiedy h bardzo mate,
gdyz pojawia sie btgd zaokrgglenia obliczanej wielkosci
Problem z ,bliskimi” liczbami (precyzja zmiennych ma tu ogromne znaczenie)

f(z+h) = f(z)

EXp.
F(X)=In(x) w punkcie 0.7, h=108

flet+ ) — flol)  Inj0.7 + 1051 = In (0.7}
[ a 10-%
— 0 ARGGT492065302 — [ —0ALGGTL942038TE)
10—

FTy =
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Jak poprawi¢ doktadnosc tego typu metod?

Rozwinmy w szereg Taylora:

/ ) h h B
flr+h) = fu;—l—hfu,n#— fuj—l—j,f
f.g h3

fle—h) = flz)—-hf'(z)+ .;_—,f”[;rj — _jl—'xf”"{g.gj,
i ¥

| odejmijmy stronami:

ﬂ , 1 3
fle+h)— flzx—h) =2h fH*JJr [f (&) + (&)



Wz6r 2 punktowy

Otrzymujemy bardzo popularny w rézniczkowaniu numerycznym
wzor 2 punktowy ,centralny”:

fle+h) — flz —h)
2h

fz)=

()= f(x+h)2—hf(x—h) +£6() o

two-sided difference error terms




Rozniczkowanie numeryczne

Btad takiego przyblizenia:

flz+h)— flz —h) 1R

lpy — i O P WP
fllz) = 57 - 53] (&) + (&)
7 9
Jest rzedu h? O(h*)
flr)=x"
¢ Iir Vo f o Ii|' b
] fll+h)—f0—R) Error
2h
0.1 1.005008325 0.005008325
0.01 1.000050001 0.000050001
0.001 1.000000500 0.000000500
0.0001 | 1.000000005 0.000000005
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Dodajmy stronami nasze rozwiniecia:

_ Jrh _QJrﬂ+f—h +

72 O(h?).

f”
Otrzymalismy wzor na numeryczne obliczanie drugiej pochodnej.

f =f(x+h), f, =f(x-h),
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Mozemy dalej poprawiac¢ nasze wzory na przyblizone obliczanie pierwszej
pochodnej przez rozne kombinacje rozwinieC w szereg Taylora:

_ —3f(xn) +4f(xpi1) — f(xhi0)

(a,, + O(h?
f'(n) o (h?)
Zadanie
Wyprowadzi¢ wzor 4 punktowy:
f;m _ Jr—Eh _ Sf—h + th _ Jrﬂh i O(hi)

12h



Pierwsze pochodne

Dwupunktowe roznice zwykte f(x)= / ('Y"‘l)h_ﬂx") O(h )
Trzypunktowe réznice zwykie f'(x)= —3/(%) +4); {;f”}_f (%) O(h : )
Dwupunktowe réznice wsteczne f'(x)= S(,) _hf (1) O(h )
Trzypunktowe roznice wsteczne f'(x,)= ACSY _4); Eff‘IH /() O(h 2)
Dwupunktowe réznice centralne f'(x)= / ('Y"‘l)z_hﬂx"‘l) O(hz)
Czteropunktowe réznice centraine  f'(x,) = ﬂxg_z}_Sf(XE_l)lgf?Sf{lvi+l)_f(xj_l) O(h 4)
Drugie pochodne

Trzypunktowe roznice zwykle  f(x,) = f(x)-2f (;’?1) (i) O(h)

Trzypunktowe réznice wsteczne  f"'(x,) = J (i) 21; I(;*‘-l) /(%) O(h)

Trzypunktowe réznice centralne  f"'(x;) = S () - 2J;fff) LPACEY O(h : )

f(x:—z)‘l'l ﬁf(l‘j_l)—30f(.Tf)+'16f(1‘j+])—f(l‘f+2) O(h4)

Pieciopunktowe réznice centralne  f''(x,) = - 1272
!
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Rozniczkowanie — moze byc¢ bardzo niestabilne numerycznie
Koniecznos¢ wyboru odpowiedniej metody,

odpowiedniego h (wydawatoby sie, ze im mniejsze tym lepsze)
ale zaleznosc¢ od postaci funkcii,

doktadnosci obliczen, precyzji zmiennych i maszynowej, itp.

Btedy obciecia (zaokraglen) maja ogromny wptyw na catkowity
btad rézniczkowania numerycznego
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In Table 3.1 we present the results of a numerical evaluation for various step sizes for the second
derivative of exp (x) using the approximation f = f"‘_z++f—h The results are compared with
the exact ones for various z values. Note well that as the step is decreased we get closer to the

T h=0.1 h=001 A=0.001 h=0.0001 A=0.0000001 Exact
0.0 1.000834 1.000008 1.000000 1.000000 1.010303 1.000000
1.0 2.720548 2.718304 2718282 2718282 2.753353 2.718282
2.0 7.395216 7.389118 7.389057 7.389056 7.283063 7.389056
3.0  20.102280  20.085704  20.085539  20.085537 20.250467  20.085537
4.0 54643664 54598605  54.598155  54.598151 54711789  54.598150

5.0 148536878 148.414396 148413172 148.413161 150.635056 148.413159

Table 3.1: Result for numerically calculated second derivatives of exp (z). A comparison is
made with the exact value. The step size is also listed.

exact value. However, if it is further decreased, we run into problems of loss of precision. This



Btad w rézniczkowaniu numerycznym

Rozwazmy funkcje f(x) = e*
Policzmy pochodng w punkcie x=0 korzystajac z dwupunktowych réznic centralnych.

fi(x) = J (i) = (i) +o(h*)y gdzie x.,=h oraz x,_, =—h

2h , .
110 =S—"—+0(1*)
1
Podczas obliczen komputer wprowadza btad zaokraglenia
e e+ R, e e+ R,
Wartosci doktadne
h R . —h _R h . —h R _R .
Froy=2" 12;’ 2 Loty =¢ 2]‘? R O
1 7 . 7 ) \ J
Btad Btad
zaokraglenia obciecia
Gdy zmnigejszamy h, biad obcigcia maleje, catkowity |
ale blad zaokraglenia rosnie. blad
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* consider errors in f'(1) for f(x) = 3x + 2x% + x with two-sided derivatives

1.0E+01
1.0E+00
1.0E-01
1.0E-02
1.0E-03
1.0E-04
1.0E-05
1.0E-06
1.0E-07
1.0E-08
1.0E-09
1.0E-10
1.0E-11 T T T T T 1

1.0E-16 1.0E-14 1.0E-12 1.0E-10 1.0E-08 1.0E-06 1.0E-04 1.0E-02 1.0E+00

h

error

* at low h, round-off errors dominate
* at high h, truncation errors dominate

~e? =10"°

* optimum value at: }

nn
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Duza podatnosc¢ na btedy zaokraglen (x+h), f(x+h)-f(x).

Wzory przyblizone (2-3 punktowe) pracujg dobrze,
jesli funkcja zmienia sie wolno na odcinku h

Niebezpieczenstwo w przypadkach funkcji nierézniczkowalnych!
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5 " INFINITE 103 1

; ¥=Xx DISCONTINUITY E l‘r’—;
: 6
1 ¥ .
¥ o 43
2

2 4 2 4
= X
| Non differentiable

| atz=10 .
| (dertvative becomes _gGH
| infinite) :
_gg
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ESSENTIAL 1 JUMP 17
DISCONTINUITY DISCONTINUITY ] . X
| x|
y 0.5 ¥ 0.57
T 4 ¢ -4 2 2 4

—0.5—_
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