Uktady réwnan liniowych

Uktady réwnan liniowych , sg wszedzie”

Wiele problemow matematycznych, fizycznych,
chemicznych, inzynierskich czy ekonomicznych i
statystycznych daje sie sprowadzi¢ do modeli

wykorzystujgcych uktady rownan liniowych

Uktad 3 rownan z trzema niewiadomymi

2x+y—z=8
—3x—v+2z=-11

—2x+yv+2z=-73



Sprostowanie:
Nie Nobel z ekonomii a nagroda ;-)

Na konferencji ,Large scale analysis and modeling”
sponsorowanej przez IBM, nagrodzono prace o oddzielaniu
informacji genetycznej od srodowiskowej dla krow
mlecznych.

Uwzgledniono informacje od wszystkich spokrewnionych
krow - wymagato to nie tylko ogromnej bazy danych, ale
rozwigzania uktadu rownan o wymiarze 10 milionow!



Uktady réwnan liniowych

Ze wzgledu na ogolnosc zapisu i wygode
wykorzystujemy zapis macierzowy

2x+y—z=38

—3x—yv+2z=-11

—2x+1y+2z=-3
2 1 -1 X 8
A=|-3 -1 2 X=|) b=|-11
-2 1 2 z -3



Uktady réwnan liniowych

W ogolnosci mamy (n rownan i n niewidomych):

AX =D

Ay,
a22

an2




Uktady réwnan liniowych

W ogolnosci mamy (n rownan i n niewidomych):

i th1 tlyo A A |
1 (171 {1 A ST - macierz
S wspotczynnikow
uktadu
(1,1 e oo (g, . .
- | rownan
B | | - !r,l| )
e - szukany . b2 | - wektor
HE b .
wektor : wyrazow
. rozwiazan : wolnych




Pare stbw o0 macierzach

Macierz mxn: tablica m na n (m wierszy n kolumn) liczb

. dp

a a
A_| % Gz
Ay Ay

a
d,

n

n

nn

Macierz kwadradowa: m=n

[al a

a,| a,eR”

Macierz trojkgtna gorna (dolna) — macierz kwadratowa, w ktorej

Vi,j i>j=a;=0 (i<j=a;=0



Macierz transponowana A™: (AT);=a;; A7 = [8}7] —~ 3. =3

Macierz symetryczna (zawsze kwadratowa): a;;=a;

A=A

Macierz nieosobliwa: macierz o niezerowym wyznaczniku.

Macierz osobliwa — det(A) =0
Macierz dodatnio okreslona:

xTAx>0 dla kazdego niezerowego wektora x.

Norma euklidesowa macierzy: |A|=

Wskaznik uwarunkowania macierzy cond A = HAHHA—1H

Macierz odwrotna — Al AAT=ATA=E



Metody skoniczone/doktadne: Uktady réwnan liniowych

« WYZNACZNIKI CRAMERA

e Metoda Gaussa
e Metoda Gaussa-Jordana

 Metody Choleskiego

Metody iteracyjne dla duzych uktaddéw rownan:

 Metoda Jacobiego

e Metoda Gaussa-Seidla

Singular Value Decomposition — SVD



Uktady réwnan liniowych — wyznaczniki Kramera

Rozwiazanie ze szkoty podstawowej (SILOWE)
postugujac sie wzorami wyznacznikowymi Cramera

trzeba policzy¢ n+1 wyznacznikow z macierzy

nxn iwykona¢ dodatkowo n dzielen |A|

oszacujmy ile mnozen trzeba wykonac,

obliczajac wyznacznik macierzy z definicji



Uktady réwnan liniowych — wyznaczniki Kramera

rozwijajac wzgl. i-tej kolumny:
n razy mnozymy przez wyznaczniki stopnia n-1
kazdy wyznacznik stopnia n-1:

n-1 razy mnozymy przez .....
n+nn—1l+m—-Dn—-2+n-2).....+3(2)...)

n+nn—-1)+nn-1)n-2)+.....+n! <en!

ale



Uktady réwnan liniowych — wyznaczniki Kramera

dla n=30

n! ~ 10° mnozen
SUNS5 - ~10" operacji zmiennoprzecinkowych / s
1 rok ~3*10" s, =>w 1roku ~3*10"
mnozen

ile to lat dla macierzy n=30 ?
~10" Iat.

koniecznosc¢ uzycia metod numerycznych

120 teraFlops=1,2 *10* ~ 107 lat



Uktady réwnan liniowych — macierze trojkatne

Uktad Rownan o Macierzy Trojkatnej

Uy X+ Uy X+ U, 1 X, + U, X, =B
U Xo+.. U, |, 1 Xy T U, X, = b,

U

N—

L1 Xy T Uy g, X, =0, 4

Uﬂ/?X/? — b/?
(/11)‘3 — bl
biX + by % = by

by X+l X%+ 4, X, =0

n-1

1)q+ /72X2+ +//71X 1+//7X/7:b/7



Uktady réwnan liniowych — macierze trojkatne

Uktad Rownan o Macierzy Trojkatnej

Proste do rozwigzania (podstawianie wstecz lub w przod)

b

n

nn
( ) I=n-1n-2,...1
J= /+1

U,
1
(A

/A
1 /-1
X = b= x| =23,..,n



Uktady réwnan liniowych - Metoda eliminacji Gaussa

Metoda eliminacji Gaussa polega na sprowadzeniu uktadu rownan AX=B
do uktadu o postaci AWX=BM gdzie A jest macierzg trojkatng gorna,
a nastepnie rozwigzaniu tego trojkagtnego uktadu réwnan.

alx + al + aln o+ alx = b
L L) L) L) KO
X, + ayX, + 83X, + -+ a, X, = b
al/x, + a@x, + a@x, + -+ + al’x = by
@) L) L) L _ KO
a X, + azX, + aj3iX, + - + a’'xX, = by

: , A . - . . /! M- T .
zakladajac ze r_‘II: ) # () pomnozmy pierwsze rownanie przez EI!: ) HI: ) 1 odeymiymy od i-tego
: 11 il [ Y11 - E

rownania (i =2, 3,..., n). otrzymamy wtedy



Uktady réwnan liniowych - Metoda eliminacji Gaussa

otrzymujemy
ax, + apyx,
as’x;
a,;'x,
(1)
drie q@ =o® _ 219
gdzie ay =a; —— 5
1

w 1. kroku eliminujemy 1. kolumne

(1)
3 Xy

(2)
Aag Xy

(2)_
33 X3

(..
ﬂuﬂ 13

b = b

_|_

1)z (1)
a; b,

(1) .. _ (1)
ﬂrlﬁ' J‘u _ E;"1

(2) _ (2)
ﬂ]u Iu _ b]

(2) . (2)
ﬂ]-rr Iu - b]-

(2) _ (2)
Ao Xy = bu

(i.j=2.3....n).



Uktady réwnan liniowych - Metoda eliminacji Gaussa

- . .. . . : ') W ¥ 3 : A :
Nastepnie pomnoézmy drugie rownanie przez :Ifz:',.-'ah:' (a%’ 20) i odejmijmy od i-

tego rownama (i =3,4....,n). otrzymamy wigc

(1) (1) (L o (1) _ (L}
ap X, + dpX; T apXx; T + apx, = b
2 2 2 2
ay'x, + aypx; + - + ayx, = b
(3} (3) _ (3)
(3) (3 _ (3
azx, + + a’x, = b
2) () (D702
asas a'>'h
; 3 _ _(2) i2 “2j (3) _ 72.(2) i2 =2 S -
gdzie a;’ =a;" —-—(F—. b7 =b"-—5— (i.j=34...n).

a5y 5,



Uktady réwnan liniowych - Metoda eliminacji Gaussa

Kontynuujac takie postepowanie otrzymamy uklad trojkatny

(1) (1 (1 (1) _ (1)
ay’xy, + apx, + a3x; + -+ apx, = b
2 2 2 2
ﬂgzsz + ﬁga}xa + o T HEH}IH = E’i :
aPx, + - + alx, = b
ay’x, = b
(k) (k) (k) (k)
| ag dy. . a, b
(k+1y _ (k) ik Mk (k+1) _ 7.(k) ik “k (k)
gdzie a; "V =a; ———F—. b =0 ——"5— . ay =0
A A e

(k=12...n-1 i j=k+Lk+2....n).



Uktady réwnan liniowych - Metoda eliminacji Gaussa

Rozwigzanie tego ukladu rownan jest proste. Rozwiazujemy go od .tylu” tzn.
obliczamy kolejno x_.x, ;. X, _,....x; Wg WZorow:

b:!:’:' — E EIE-E:-:'J{J,-

o b B j=i+l a1 21
Xy =0y X = D (i=n—-ln-2....2.1).
”r-m H:’:’

Dla ,,0szczednosci” warto macierz A rozszerzyc
0 kolumne bedgcg wektorem b



ogolnie

(k)

a;

k=1,2,
j=k+1,.
j = k+1,.

musimy zapewnic, zeby

e X,
. xn-1

(k — monitoruje, kolejny krok — nie jest realnym indeksem)|

(k=1)
_ g D _ i o ()
T (k—1) "k
a,,.
.-yn-1 K-ty krok, eliminacja k-tej kolumny
il Operujemy na i=k+1 wierszu (do n)
yn+1 Operujemy na j=k+1 kolumnie (do n+1 (b))

(k=1)
a, "  #0

- znajdujemy z ostatniego rownania

z rownania (n-1) i znajomosci X,

e znajac Xn, Xn, -, Xisg

X; znajdziemy z i-tego rownania jako:

1

_ R w7 (f=1)
Xp = .;'4'—1'1(“-[.411-1 Zj:Hl“e‘;’ Ij)

it

i=n,n-1, .., 1 .



Uktady réwnan liniowych - Metoda eliminacji Gaussa

KOSZT METODY:

ilos¢ mnozen w obydwu etapach:

w k-tym kroku triangularyzacji wykonuje sie
n-k dzielen oraz
(n-k)(n-k+1) mnozen

w sumie po n-1 krokach etapu |
n—1 3
n
Z(n‘—k)(n—k+2) ~ —
= 3

liczba mnozen w etapie Il jest ~ 1/2 n?
w sumie dladuzych n, liczbamnozen ~ n®/3
dla _n=30

czas rozwigzania tego zagadnienia na SUN-ie

~ utamek sekundy



Uktady réwnan liniowych - Metoda eliminacji Gaussa

{calculate the output matrix}

for i:=1 to MAXEQNS-1 do
for j:=i+1 to MAXEQNS do
begin
temp:=alj,ij;
for k:=1 to MAXX+1 do
a[j,k]:=a[j,K] - temp*ali,k]/a[i,i];
end;
{calc the values of x1 x2 etc}
X[MAXEQNS] := a[MAXEQNS,MAXX+1] / a]MAXEQNS,MAXX];
for :=MAXEQNS downto 1 do
begin
X[i]:=a[i, MAXX+1];
for j:=i+1 to MAXX do
begin
X[i]:=x[i] - a[i,)*x[];
end,;
X[i]:=x[i)/ali,i];
end,;



»PIVOTING™

(wybor elementu giéwnego)

Bezposrednia ,,naiwna” metoda eliminacji nie dziata dla

a, =0
np.:
Ox, + x, = 1
x, + x, = 2
ﬂ?jj:O

sprawdzmy dla aj; = € = bliskie zeru;
podstawianie wstecz prowadzi do:

1 .
. 2T 1—x,
o1 YT

jesli €=~ 0 to 1/€ zdominuje 1 i 2

w rezultacie Yo & 1, X, = 0 lub zle
okreslone

a sciste rozwigzanie: X 1 , X1 = 1



Uktady réwnan liniowych - pivoting

Aby unikna¢ dzielemia przez zero lub przez male liczby stosuje sig¢ metode wyboru

clementu podstawowego. Algorytm jest nastepujacy:

1.

)

W pierwszym kroku wyszukuyjemy element o maksymalnym module wirdéd wszystkich

et ] TSN { )
wspolezynnikow a;
1 1
max a!:.J‘:‘a“ :
i.j=l._nm v =

Niech mim bedzie element lezacy w r-tym wierszu 1 s-te; kolumnie. Zamiemamy r-ty
WIersz z plerwszym a nastepnie s-ta kolumne z pierwsza. Dalej dokonujemy redukeji
macierzy wg wzoru [7].

W drugim kroku wyszukujemy elementu o maksymalnym module weéréd wszystkich

i} . . . {1}
wspolezynnikow a;
max a‘.:.x":‘a':":' .
ij=2.ml ¥ rq

Zamieniamy odpowiednio p-ty wiersz z drugim wierszem 1 g-ta kolumne z druga 1itd.

Jesli w ktoryms kroku znaleziony element o maksymalnym module jest rowny zeru to
obliczenia przerywamy. Oznacza to bowiem, ze detA =0, czyli uklad jest albo sprzeczny
albo nicoznaczony.

Nalezy rowniez zapamictywaé wszystkie kolejne zamiany kolumn., poniewaz
powoduja one zmiang kolejnosei mewiadomych x; w wektorze X.



Uktady réwnan liniowych Metoda Gaussa -Jordana

Metoda Gaussa -Jordana

Metoda ta stanowi pewna modyfikacje metody Gaussa. Otoz przeksztalea sie uklad
rownan [6] do ukladu w ktorym macierz wspolezynnikéw jest macierza jednostkowa

AX=B — EX=B®
wg nastepujacego algorytmu. Dzielimy obustronnie pierwszy wiersz ukladu réwnan [6] przez
wspolezymnik @ff a nastepnie mnozymy przeksztalcony pierwszy wiersz przez wspolezynnik

1 - L] L v o -
al’ 1odejmujemy od i-tego wiersza (i = 2. 3.....n). Otrzymamy

(2) (2) (2) _ (2)
'T]. T ﬁl: Il + HIE .T} + e + Hlu 'TH — bl
an'x, + ay'x; + o+ oay)x, = b
(2) @ @, _ 3@
(2 (2} (2) _ (2)
aﬁ'_"-‘ Il + ﬂ.‘rﬁ Il + o T H.‘rzu I.'rz - E;ll:rz



Uktady réwnan liniowych Metoda Gaussa -Jordana

a®

' i

odzie {']'L:I —ﬁ
11

() _ (1)
H{;‘ _ﬂ;]'

o _ b e
(_,F_-. 3?’1) bl_ =ﬁ 11 -.-'—'[]
dy;
(1) (2} (2) _ g.(1) (1 3.(2) - -
—aya;;. b7 =b" —aj (i.j=2.3....n).

. . . . . . . . . 7
W otrzymanym ukladzie réwnan dzielimy drugi wiersz przez wspélezynnik al) a

22

nastepnie mnozymy przeksztalcony drugi wiersz przez wspélezynnik a$’ i odejmujemy od

i-tego wiersza (i =1.3.....n) . Otrzymamy

(3)

(3)
yy X

(3)
”33 Xq

l:3}
.3 X3

(3 _ (3)
+ -+ oapx, = b

(3 _ (3)
+ o+ oay,x, = b

(3 _ (3)
o T ”3:: = b
. HES} x = p®

HR n FI



Uktady réwnan liniowych Metoda Gaussa -Jordana

Kontynuujac obliczenia po k" krokach otrzymamy

(k+1) (k+1) (kD
X + Qg1 Xgn + =0 + @, X, = by
(k+1) (k+1) (kD
X, + AypuXpy + 0+ ay x, = b
(:;—1.} o I:.l'—.l} _ b{r;+1} [
Xp + Oppa¥y T T odg X, =
(k+1) (k+1) (kD
Iﬁu,nll.'hl-l le + o F Iﬁmf 'Iu _ bﬂ'
a® p®
- (k+l) _ Y% . (k+1) _ O% k) _
gdzie ap ' =— (J=k+Lk+2...n) ' =—m ay #0
e A e
gl = g® _ g@ath pEN _p® _qOp0 G112  p sk j=k+1 )



Uktady réwnan liniowych — Rozktad LU

Rozkiad LU

Lower — Upper decomposition

Ax=(LU)x=L(Ux)=b

L Ly=b
2.
Ux=y
10 L0 U, U, . U]
L, 1 .0 0 U, . U,
L= v=| *
L, L, . 1 0 . 0T,

Tadeusz Banachiewicz (1938) — polski astronom, matematyk,



Uktady réwnan liniowych — Rozktad LU

Z pierwszego rownania wyznaczamy wektor Y a z drugiego wektor X. Zaleta takiego
rozbicia jest fakt, ze obydwa wektory otrzymujemy natychmiast. bowiem rozwiazujemy dwa
uklady rownan z macierzami trojkatnymi:

n= *’51
i-1
Vi = i'_*’f:'k.]"llr 1=2.3 H
k=
'l_:l
v M
X, =
i
"
Yi— T“i#-ri:
X, = k=it] i=n—-1ln-2....1
U,




Uktady réwnan liniowych — Rozktad LU

Elementy macierzy L 1 U mozna wyznaczyé dwoma sposobamu.

1.

Istnieje scisly zwiazek miedzy rozkladem macierzy A na macierze L 1 U a metoda
eliminacji Gaussa. Mozna wykazaé. ze elementy kolenych kolumn macierzy L sa
rowne wspolezynnikom przez ktore mnozone sa w kolejnych krokach wiersze ukladu

rownan celem dokonamia eliminacji niewiadomych w odpowiednich kolumnach
a®
f,.k=% k=12....n i=k+1l..n.
A
Natomiast macierz U jest réowna macierzy trojkatne) uzyskane; w eliminacji Gaussa.
czylh

HH={IEF} k=12....n i=k.k+1l....n.



metoda Doolitle’a

dy Ay i 1 Wy, Uy My,
Ay Az ... Ay, IEI21 1 My, My,
a, a, a, _Eml I, .. 1] i, |
i=1.....m

i—1
U, =a, —fokuﬁj._j =ii+1...n
k=1

i—-1
[ :{ﬂﬁ —Zf}kash}’uﬁ.j =i+Li+2....n
k=1



Metoda Doolittle’a

[4]

dyp  dy Ay
|91 Gy Ay
Az diz  dsz
|y Ay Ay
Uy Uy,
Ly, lyu,+u,
Loy, Lyu,+1u,,
lyu,, lgu,+1u,

u,,

121 HIS + ”23

lu,, +1,u,, +u,

]41”13 + l42”23 + 143 H33

iy, Uy,
0 u,
0 0
0 0
u,,

121 H14 + ”24

iy,
s,

Usy

i,

lyu, +lu,, +u,

141“'14 +l42‘"24 +l43”34 +u,

wiersz 1: u,,

=d

11’

u,;,

=d

12’

U

13

=d

137

U

14

=d

14

Kolumna 1: /,,

= dy, /Uy 5

Ly = as, /uy,;

/

41

= dy, /?’{11




Metoda Doolittle’a

U U, Uy u,,
[A]: 121”11 121”12 + Uy, 121”13 + Uy 121”14 + Uy,
Lyuy, Lyug, +lgu,, Lau,+1,u,, +u,, Lyu,, +1u,, +u,,
| Lguy L +lu,, Lyu + 1l uy+1u,, Lyu, +1u,, + 1 u;,, +u,

Wiersz 2: [, +it,, =a,,; L+, =a,; L, +u,, =a,,

U,, =d,, — ]21”12

YUy = dyy — ]21”13

Uy = dyy — ]21”14

- Kolumna 2: — . —
: ]31”12 + ]32”22 = ds,, ]41”12 +Z42”22 =y,
]32 — (a32 _]31”12)/”22

ly, =(a, —lu,) uy,




[4]

Metoda Doolittle’a

U U, Uz Uy
_ lyu, lyu,+u, lyu, +u,, lyu, +u,,
Lyu, lLyu,+l,u,, lyju,+1l,u,,+u, Lyuy, +1,u,, +u,,
_141 u, lyugy, +1l,u,, Lju, +1u,, +1 0, _
Wiersz 3: L+l u, +u,=a,.; Lu,+l u, +u, =a,
Usz = A3 _1313"13 _ l3zu23

Uy =dzy — l31”14 — l32”24

3 1423"23)/”33

Kolumna 3: /[, =(a,, —1,u




Metoda Doolittle’a — algorytm:

for 1 =1 n for 1 =1 n
{ {
L;; =1 for j =1 1
for j = 1 1 J—1
i Ay =dp = 2959
— k=1
U,=a,~> LU,
f=l1 for 7 = i+1 n
for 71 = i+1 n i-1
i-1 ;i — 4 jxDri
_ k=1
a, =2 LU, A=
L. = k=1 a;;
Ji [/7 }
} ii

Kazdy element a,; potrzebny jest tylko raz, zatem mozemy wykorzystac
jego miejsce w macierzy (tablicy) na przechowanie wartosci LU lub Ug.



 metoda Crouta
— macierz U posiada jedynki na przekatne) glowne;

Iy

,l-"!,l =a,. i=12.....n lay @y oay |

] |8y G ... a4, |y

wy,=ay ;. j=23...n SO
l_ﬂ.ﬂl Ty oo gy _l _E.u] !.I'I: v

j=23..n-1
j-1

I, =a, Zfﬁuh i=j.j+1l...n
k=1

J-1
U :(ﬂ’ﬁr —Zfﬂuﬁ JHI}.. k=j+Lj+2...n



« zapamietujac rozklad LU mozemy szybko rozwiazac¢ wiele ukladow
rozniacych sie wektorem b

Inne zastosowama rozkladu trojkatnego macierzy:

« obliczanie wyznacznika macierzy A
— det(A)=det(LU)=det(L)det(U)=det(U)



Uktady rownan liniowych — wykorzystanie do odwracania macierzy

: . -1
odwracanie macierzy A

AAT=]

11 ‘}"11 A’lﬁ

1n

X 0 .. 1

nl v nn nl v nn

n razy rozwiazujemy

all alﬂ ‘le O
=|1|<na k—tym
_anl " amr _ _Ink_ _O_




Zatem nalezy rozwiazac uktad:

(yp Ay Gy dyg | | X X N3 Ay 1 0 0 0

Ay Ay Gy Ay | |Xy Xp X3 Ay | |01 00

(33 3z 3z dyg| | X33 X3p A3z Ay 0 010
Ay Ay Ay Ay | [Xy Xp X Xy | [0 0 0 1]

Dostajemy cztery uktady rownan rézniace sie tylko kolumna wyrazéw wolnych

(yy dyp ;g T 1 dyy s dy 12 0]
Ay dyp Gy Aoy In _ 0 @y dyp dy; dy X2 | _ 1
(31 3 i3 gy 31 0 3y 3y 33 dy A3z 0
|y Gy Ay Ay | |y | 0] Ay Ay Gy Ay | | Xn | [0
Iy, dp Gy iy Y13 0 dyy  hy .y Y14 0
Ay Ay Ay Gy X3 |0 (yy dyy sy dy Xy | |0
3y 3y Uiy dy Y33 1 3y 3 Uiz dy X3y 0
Ay Ay Ay Ay | [Xg | [0 Ay Qg Ay Gy | [ Xy | 1]

Doskonale nadaje sie to tego celu rozkiad LU.

Zmieniaja sie tylko prawe strony !



Uktady rownan liniowych — wykorzystanie do obliczania
wyznacznikow

obliczanie wyzncznika macierzy A

1. operacja dodania wiersza (kolumny), pomnozonego przez
liczbe, do innego wiersza (kolumny) nie zmienia
wyznacznika macierzy

detT = f[Tﬁ
=1

2. wyznacznik macierzy trojkatnej

to etap triangularyzacji A prowadzi do det A



Obliczenie wyznacznika macierzy trojkatnej sprowadza sie
do wymnozenia elementow lezgcych na gtownej

przekatnej:
;0 0 0 0 ]
i o 0 0 L
L= |bLy U 0 0
0
_fn 1 En 2 lEn,n—l En nJ
_11111 Ups Uys Uin _
0 Upa U3 Uz n
U=|0 0 '
0 1] 0 . un—l.n
0 0 0 0 uu,,

det(L) = l_[lfj =l by,
i=1

4]
detU) =] Jw:; =ty 1y, oot
i=1



Rozktad typu Choleskiego dla macierzy symetrycznych ( A = A" ) dodatnio
okreslonych ( X T+ A- X > 0 dla kazdego X))

A=LL" Axv=h
|11:\@ LL x=b

a.
_ 11 —
11 r ., —
- L x=y
I_
. 2
I|| = 4| — Ijk
k=1
1 B i—1 i Metoda wymaga ok. n3/6 operacji (2
|__ ——1| a. _Z| | razy mniej niz metoda eliminacji
S T = k™ Jk Gaussa) i n pierwiastkowan.
i L = _




a, a; - a4, L, [, Ly
L R €

[l
F—
[
'_'l
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[

a,; d,, - dap, lnl Inz e

Elementy macierzy L wyznaczmy kolumnami:

I kolumna macierzy L :

L l,=a, = 111=\/a11

L, l,=a, = [,,=a, /1,
ogolnie:

zatem

a L
l.,.=—, i=23,...,n

nn




Rozwigzywanie uktadow réwnan liniowych — metody doktadne
(nieiteracyjne)

I |
ELIMINACYJNE ] [DEK{}MPC}EYCYJNE

" A1

I_ﬁl_l I—IJ—I

™ T
ELIMINACI J [ e

GALISSA

[GAUSSA-D{}DLI'ITLE'EI [ GALSSA-CROUTA J [ CHOLESKY'EGO J

- -

e Uwaga na stabilnosc¢ rozwigzan
» Macierze rzadkie - lepiej metody iteracyjne

* Obcigzenie pamieci operacyjnej (ograniczenie co do wielkosci uktadow
rownan)

* Niewielkie roznice pomiedzy metodami



Metody iteracyjne: iteracji Jacobiego oraz iteracji Gaussa-Seidla

Metody te stosuje sie dla duzych uktadow rownan, pojawiajgcych sie np. przy
rozwigzywaniu rownan rézniczkowych czgstkowych lub rownan
catkowych.

Iteracja Jacobiego
1. Wyznaczamy przyblizenie poczatkowe x©

2. Kolejne przyblizenia x4, x@), ..., obliczamy wyznaczajac x; z i-tego
rownania dla i=1,2,...,n a nastepnie podstawiajgc po prawej stronie
poprzednie przyblizenie Xx.

n
x(P+D) — _Z A Xép) 4 bi
| ot 3

i
K I

3. Proces konczymy jezeli [|x(P*1)-xP)]|<8.



Uktady réwnan liniowych — met. iteracyjne

METODA ITERACII PROSTET (JACOBIEGO)

Ax=Db

.*’?’111§J“"I'1?~'T*“Jr +a,x, =4

|y X +ap X+ +d,X, = b

i

A% +ayX%+..+a,,x, =b

I

-

A = p ”31 A% —ap..—ad,X,) x=Cx+g
11
1 .
X, =—|(b —ayX —axX..—d,X,)
' dse B - | E?_i'" .
22 af /
Z j—— 1#F] )
C-- =+ ER - . = —
1 | i &1 P
- - o i
"'ﬂ 2 (g:' .:".l.l ‘?31‘}‘1_3@—1‘}‘ _l:l ! {] _lil— JF
i

L 1



Uktady réwnan liniowych — met. iteracyjne

DANE ( WEKTOR STARTOWY)

:{Iﬂl
WYZNACZAMY
[ E+1) (E)
X' =Cx"+g
_“' | +1) | k) [ &) 1&)
N = b-ap% —ask .—a,x, ]
{'?11
(k+1) 1y k) | E) k)
JI .‘4’5 — _(J]L'\ - {'?21.:11 E"\; 1‘1 . ._(?Eﬂ.'% l
j..l':—ll _ il Ij.l Fyl
A = (- a0 . ma )
Hm
DoPOKI
qu E+1) _K; i) <€




Uktady réwnan liniowych — met. iteracyjne

A= +D+U
2 31 Jo o0 ol [1 0 o] o 2 3]
5 6/=|4 0 0/+/0 5 0/+/0 0 6
8 9/ [7 8 0] [0 0 9] |0 O O]

Ax=b=(L+D+Ulx=b=
—Dx=—(L+Ux+b=x=-D}L+U)x+b

Dx*V=(L+U)x"+b.



Metoda iteracji Gaussa-Seidla.

Metoda ta rozni sie od metody iteracji Jacobiego tym, ze kolejne przyblizenie i-
tej wspotrzednej wektora x obliczamy wykorzystujgc przyblizenia x4,...,X ;
wyliczone w aktualnej (p+1) iteracji oraz przyblizenia x,,...,X, Z poprzednig]

(p-te)) iteracji. .
D) _ N Bk o) O Bk o(p) , B
e e e
k=1 k=i+1 ;i a;
I—
—Zb(”xlﬁp”) N Zb(”x,ﬁp) e,
k=i+1
[ a . 0 k <i
(1) _ —— k< (r) _ b
Dy’ =1 & 0" =1 &y . G =—
_ — k>l a.
0 K> "

.

Metoda iteracji Gaussa-Seidla jest zawsze zbiezna dla macierzy dodatnio
okreslonych.



Uktady réwnan liniowych — met. iteracyjne

DANE
(1]]

WYZNACZAMY
KI E+1) — _D—ILK': b+1) _ D_IUKI i + b

(E+1) 1 1 k) | 1K E)!
E 1 | k) 1K)

[ I
— ( h —_— —{'?23_:&3 _(?Ed‘gl I..._E? -41 )

2n'n

J
3 Y
1 E+1) ]. k) | L)
5= (ba - 331 E#'5"32_ Ay Xy -y, ]
33 '
| E+1) 1 | E+1) | E+1) | E+1) | E+1)7
I j‘i:l T (bu "’?r:rl*fl R ‘ﬁ‘..-; o 113‘253 “an-1<'n-1 )
L I
DoPOKI
(F+1) ( E) Nie musimy trzymac¢ 2 wektorow rozwigzan




Uktady réwnan liniowych — met. iteracyjne

METODA GAUSSA-SEIDLA

Ax=Db

(L+D)x" +1x" =p

x" =Bx" +¢
B, =—-(L+D)"'U S 6 S '
GS . & - Za,ﬂ-x? - .Zi?;g:'-’g-:} +b;
¢=(L+D)"Db. g ——— it k=12...n
Ay

Warunki wystarczajace zbieZznosci procesu iteracyjnego w metodzie Seidela sa
identyczne jak w metodzie Jacobiego (wzor [28]). Zazwycza) proces Seidela jest szybeie;
zbiezny niz proces iteracji proste] (Jacobiego). Czesto jest zbieiny podezas gdy proces
Jacobiego jest rozbiezny.



Metoda SOR (nadrelaksacji)
Modyfikacja metody Gaussa-Seidela, przyspieszajgca jej zbieznosc¢

gL+D+Ulx=ob =
Dx=Dx-o|L+D+Ukx-b]=
(D+oL)x" =(1- o)Dx" —alx" +®b

lub réwnowaznie
Dx"™ = (1-o)Dx" — o(Ix"" + Ux"” —b)

k-1

—Za 1':’“:' Za x ') +b,
EH:' = T,':r’:' + o—2 k=12....m
2T

Dla w=1 jest to metoda SOR (ang. successive over relaxation).
Zwiekszajgc wspofczynnik , mozna probowac przyspieszac jej
zbieznoSc. Parametr w moze przyjmowac wartoSci co najwyzej
Z przedziatu (0, 2).



Macierza rzadka nazywamy macierz zawierajacg duzo zer. Przykladami
macierzy rzadkich sa macierze wstegowe, diagonalne, tréjdiagonalne,
trojkatne.

Wiele zagadnien (np. metody numeryczne stuzace do rozwigzywania rownan

rozniczkowych czastkowych) prowadzi do uktadéw liniowych rzadkich, w
ktorych

Technika macierzy rzadkich pozwala na:

e oszczedne gospodarowanie pamiecia przez zapamietanie tylko
niezerowych wspotczynnikoéw uktadu, ich pozycji w macierzy oraz
minimum danych umozliwiajacych efektywne docieranie do tych
clementow. Wowczas zajetos¢ pamigci jest proporcjonalna tylko do liczby
elementow niezerowych;

* wykonywanie operacji tylko na elementach niezerowych macierzy i
wektora prawych stron, prowadzace do zmniejszenia liczby operacji w
stosunku rOwnym mierze rzadkosci;

o skuteczny i szybki wybdr elementow podstawowych przy zachowaniu
rzadkosci macierzy.



W przypadku macierzy petnych, liczba obliczen potrzebna do uzyskania
rozwigzania metodg iteracyjng jest zwykle znacznie wigksza niz przy
stosowaniu metod doktadnych. Jednak w przypadku macierzy rzadkich
metody iteracyjne mogg by¢ lepsze niz metody doktadne.

Nie naktad obliczen jednak decyduje o tym (chociaz zwykle jest mniejszy),
lecz fakt, ze podczas obliczen nie zmieniamy potozenia elementow
macierzy A ukladu rownan Ax=Db, a zatem zachowujemy je¢j rzadka
strukture.



Uktady réwnan liniowych (osobliwe macierze) — SVD

Singular Value Decomposition

Gaussian-elimination and LU decomposition do not work for singular matrices

singular matrix: * matrix without an inverse

[ ]

will have determinant that is zero:
¢ at least one row or column with all elements =0

* two or more linearly dependent rows or columns

L]

if we can’t invert a matrix, we can’t solve x=A"b

another way to look at it, is that a singular matrix will have at
least one pivot that =0

U

() =()—2(j) >

one way to deal with singular matrices (or matrices that are
nearly singular) is to use singular value decomposition




Uk

tady réwnan liniowych - SVD

singular value decomposition is based on a theorem in linear algebra which states

that an MxN matrix can be decomposed as: A = UWVT

L

L

* 3 column-orthonormal matrix satisfies: ZUmUm = ‘Sm

Ay,

Aysn

(
My,

Uy

Aypy

A =the MxN matrix to be decomposed

U = an MxM column-orthonormal matrix
W = an MxN diagonal matrix
* V =an NxN column-orthonormal matrix

;-

Uy,

Hy,q

-

S

] awwm \"' ¥ ¥ ¥
U \[ W, 0 0 0 Vi, Vg Vi
Hyy || O Wy wen e n 1V Yy Vi
Uyns 0 o0 - w,0 S\ Viy Vay Vi
M

i=l

some definitions use different
dimensions for these matrices, but
this is consistent with LAPACK

libraries

W >W,>. . >Wy,>=0

we won't look at how to do this decomposition right now, but will use SVD for

linear equations



Wielkosci w; nazywamy wartosciami szczegolnymi (osobliwymi)
macierzy ATA |

rozktad A=UWVT nazywamy rozktadem wedtug wartosci
szczegolnych (SVD)

Mozna pokazac, ze
w; sg pierwiastkami wartosci wtasnych macierzy ATA

kolumny macierzy V odpowiadajgcymi im ortonormalnymi
wektorami wiasnymi tej macierzy.

kolumny U sg wektorami wtasnymi macierzy AAT



Algorytm znajdowania SVD macierzy Ae R .

1)

2)
3)

)

Znajdujemy wartosci wlasne A, macierzy ATA albo AAT (w zaleznoscei od tego. ktéra
macierz ma nizszy stopien).

Okreélamy liczbe r niezerowych wartosei wlasnych macierzy A'A (lub AAT).
Znajdujemy ortonormalne wektory wlasne macierzy A'A (lub AAD) odpowiadajace
znalezionym warto$ciom wlasnym. Tworzymy macierz ortogonalna (unitarna) Ve R™™,
ktorej kolejne kolumny tworza wektory wlasne macierzy A'A uporzadkowane w
malejacm porzadku odpowiadajacych im wartosci wlasnych.

Tworzymy pseudodiagonalna macierz \\/ umieszczajac na diagonalnej pierwiastki

—

kwadratowe W, = w"II’I'

i

. - T T
z wartoscl wlasnych macierzy A" A (lub AA™) w porzadku

malejacym.



Uktady réwnan liniowych - SVD

* let’s focus on cases where A is an NxN matrix

* we need to get Al so we can solve x = Alb
A=TUWVT - ((VT ) Wi )(UWT) =15 A" =(VT) wir?

* UandV are square orthogonal matrices, so their inverses equal their transposes

* W is a diagonal matrix, so its inverse is another diagonal matrix whose diagonal
elements are 1/w,

A=V [diag (1w ]] U'

* this definition poses problems if at least one w; is zero —» singular

* formally we assess whether a matrix is singular by using the condition number:

- max(‘n}D k(A)=0— singular

k(A)= g

min (|»;) k(A)< & —ill-conditioned




Uktady réwnan liniowych - SVD

L]

to see how SVD can be used for singular or ill-conditioned matrices, consider solving
a set of linear equations with an ill-conditioned matrix A

the equation Ax = b maps the vector space x onto the vector space b

for a singular A, there will be some subspace of x that is mapped to zero —this is
called the nullspace and its dimension is called the nullity

the subspace of A that can be mapped onto b is called the range, and its dimension
is the rank

nullity + rank = N



Uktady réwnan liniowych - SVD

SVD constructs orthonormal bases for the range and nullspace of a matrix
the bases for the range correspond to the columns of U with indices that match non-
zero w; elements of W

the bases for the nullspace correspond to the columns of V with indices that match
zero w; elements of W

using these two different basis sets, one can solve for x provided that b is in the
range of A

there will be an infinite set of solutions because the columns of V can be added to x
in any linear combination

it is common practice to solve for x with the lowest length |x|?

to do this, for all elements of W where w; = 0, set 1/w; =0

thensolve: x=V x [diag (l/wi )] X (UT X b)



A1 =V [diag(@; 1)) UT. (10a)

a1 — {wi—l gd‘y’ w; 7= 0, (10b)

Jesli macierz jest Zle uwarunkowana, ale formalnie odwracalna, numeryczne rozwiazanie
rownania Ax — b moze byé zdominowane przez wzmocniony biad zaokraglenia. Aby
tego uniknag, czesto zamiast (bezuzytecznego!) rozwiazania doktadnego (9), uzywa sie
przyblizonego (i uzytecznego!) rozwigzania w postaci (10) z nastepujaca modyfikacja
-1
~—1 __ | W gdy |wi| > 7,
=10 oy o 19

gdzie 7 jest pewna zadang tolerancja.



Mamy rozwigzac nastepujace dwa uktady rownan:

0.666666667 —0.166666666 —0.333333333 |1 [ =1 ] [ 1.284457048
—0.1666606060 0.16660606067 —0.166666600 T2 = —0.5773503 15a)
- —0.333333333 -—-0.166666666 0.666666667 | | x3 | | —0.129756
0.666666667 —0.166666666 —0.333333333 | [ =, | [ 1.2844570
—0.166666666 0.166666667 —0.166666666 T2 = —0.577350 15b)

| —0.333333333 -—-0.1660006006 0.6666660667 | | =3 | —0.129756

Roéwnania te réznia sie tylko prawymi stronami, przy czym norma roznicy
prawych stron jest rzedu 10— 2. Btad takich rozmiaréw fatwo moze poja-
wic sie w wyniku jakichs poprzednich obliczen lub na skutek niepewnosci
danych “zewnetrznych”, z kiérymi pracujemy.

Macierz w ukladach rownan (15) jest symetryczna i dodatnio okreslona,



{ 0.816496581 1
—0.204124145 0.353553392

(16)
| —0.408248200 —0.707106777 0.000077460 |

Rozwiazania rownan (15) za pomoca faktoryzacji Cholesky'ego majg po-
stac

[ —0.179434106 1 [ 3.903048668 W
Xg = | —5.237183389 | . x; = | 2.927782158 | . (17)
| —1.593647668 | | 2.488835105 |

Réznica rozwiazan jest, co do normy, rzedu 10, czyli jest rzedu 109 razy
wieksza, niz réznica prawych stron.

P. E Goéra



Faktoryzacja SVD macierzy z ukltaddw (15) pokazuje, ze wartosci szcze-
golne tej macierzy sg w przyblizeniu rowne 1, %, 10~9. Jesli do rozwiaza-
nia uktadéw réwnan (15) zastosowaé pseudoodwrotnosé (14) (1 = 10 9),
w obu wypadkach otrzymamy

1.861807320
x = | —1.154700538 | . (18)
0.447593757 |

(18) jest jedynie przyblizonym rozwigzaniem rownan (15). Jest ono jednak
bardziej uzyteczne, niz “sciste” rozwiazania (17). Te dwa ostatnie najwy-
razniej sg zdominowane przez biad, jaki wystgpit wzdiuz kierunku odpo-
wiadajacego najmniejsze| wartosci szczegolne] macierzy. Nie wiemy —
i nie mamy sposobu, aby to stwierdzic — ktore z dwu rozwiazan (17) jest
“poprawne”. Przyblizone rozwigzanie (18) po prostu ignoruje wplyw tego
kierunku, a wiec | zaburzen wzdtuz niego wystepujacych.




* Przyblizone rozktady SVD znajdujg zastosowanie do analizy,
kompresji i przesytu obrazéw w telekomunikacji i informatyce.

 Mogg byC rowniez z powodzeniem stosowane do analizy
ekspresji genow w biologii czy tez do analizy sygnatow EEG
albo obrazow NMR mozgu w medycynie.

=
it ' I
-
i m - bR ] ] 4 £

Rys. 10.3. Zastosowanie rozkladu SVD do analizy obrazéw. Obraz mozna interpretowac jako (duza) macierz
(lub kilka macierzy). ktore) elementanu sa liczby odpowiadajace jasnosci danego piksela albo wspolrzednynu
RGB. Pierwszy rysunek pokazuje orvginalny obraz (macierz RGB) a nastepne w kolejnosci zredukowany
rozklad SVD tego obrazu obciety do 1. 2. 4. 8. 16. 32. 64. 128 najwiekszych wartosci szczegdlnych. Ostatni
rysunek otrzymano z pelnego rozkladu SVD.
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Figure 3: Image compressed using QR factorization (left) and SVD (right).

Besides applications to inconsistent and underdetermined linear systems and least
squares problems, the SVD has important applications in image and data compression
(see our discussion of low-rank approximation below). Figure 3 shows the difference
between using the SVD and the QR factorization (to be introduced later) for com-
pression of the same image. In both cases the same amount (20%) of information was
retained. Clearly, the SVD does a much better job in picking out what information
is “important”. We will also see below that a number of theoretical facts about the
matrix A can be obtained via the SVD.



Singular value decomposition (SVD) complements association analysis
by providing another method to identify items that have an affinity for
each other. Singular value decomposition of the transaction item
matrix reduces the matrix to a manageable number of dimensions,
thereby enabling you to group similar transactions and similar items.

http://www.jmp.com/support/help/13/Additional _Example 3a_SVD Ana
lysis.shtml



INGULAR VALUE DECOMPOSITION(SVD)

Any N Xd matrix X can be uniquely expressed as:

N=d Nxr XY rxd

X=UxXxVI

S =

r is the rank of the matrix X (# of linearly independent
columns/rows).
U is a column-orthonormal N X1 matrix.

2 is a diagonal r Xr matrix where the singular values oi are sorted
in descending order.

V is a column-orthonormal d>Xr matrix.
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