
Układy równań liniowych 

Układy równań liniowych „ są wszędzie” 

Wiele problemów matematycznych, fizycznych, 

chemicznych, inżynierskich czy ekonomicznych i 

statystycznych daje się sprowadzić do modeli 

wykorzystujących układy równań liniowych 

 

Układ 3 równań z trzema niewiadomymi 



Sprostowanie: 
Nie Nobel z ekonomii a nagroda ;-) 
 
Na konferencji „Large scale analysis and modeling” 
sponsorowanej przez IBM, nagrodzono pracę o oddzielaniu 
informacji genetycznej od środowiskowej dla krów 
mlecznych.  
Uwzględniono informację od wszystkich spokrewnionych 
krów - wymagało to nie tylko ogromnej bazy danych, ale 
rozwiązania układu równań o wymiarze 10 milionów!  



Układy równań liniowych 

Ze względu na ogólność zapisu i wygodę  
wykorzystujemy zapis macierzowy 



Układy równań liniowych 

W ogólności mamy (n równań i n niewidomych): 
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Układy równań liniowych 

W ogólności mamy (n równań i n niewidomych): 



Parę słów o macierzach 

 

Macierz m×n: tablica m na n (m wierszy n kolumn) liczb 
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Macierz trójkątna górna (dolna) − macierz kwadratowa, w której  
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Macierz kwadradowa: m=n 



Macierz transponowana AT: (AT)ij=aji 

 

Macierz symetryczna (zawsze kwadratowa): aij=aji 

 

Macierz nieosobliwa: macierz o niezerowym wyznaczniku. 

 

Macierz dodatnio określona: 

xTAx>0 dla każdego niezerowego wektora x. 

Norma euklidesowa macierzy: 

Wskaźnik uwarunkowania macierzy  
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Metody skończone/dokładne: 

• WYZNACZNIKI CRAMERA  

• Metoda Gaussa 

• Metoda Gaussa-Jordana 

• Metody Choleskiego 

 

Metody iteracyjne dla dużych układów równań: 

• Metoda Jacobiego 

• Metoda Gaussa-Seidla 

 

Singular Value Decomposition – SVD 

 

Układy równań liniowych 



Układy równań liniowych – wyznaczniki Kramera 



Układy równań liniowych – wyznaczniki Kramera 



Układy równań liniowych – wyznaczniki Kramera 

120 teraFlops=1,2 *1014      ~ 107    lat 



Układy równań liniowych – macierze trójkątne 
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Układ Równań o Macierzy Trójkątnej 
 



Układy równań liniowych – macierze trójkątne 

Układ Równań o Macierzy Trójkątnej 
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Proste do rozwiązania  (podstawianie wstecz lub w przód) 
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Układy równań liniowych - Metoda eliminacji Gaussa  

Metoda eliminacji Gaussa polega na sprowadzeniu układu równań AX=B 
 do układu o postaci A(n)X=B(n) gdzie A(n) jest macierzą trójkątną górną, 
 a następnie rozwiązaniu tego trójkątnego układu równań. 
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Układy równań liniowych - Metoda eliminacji Gaussa  

otrzymujemy 

w 1. kroku eliminujemy 1. kolumnę  



Układy równań liniowych - Metoda eliminacji Gaussa  



Układy równań liniowych - Metoda eliminacji Gaussa  



Układy równań liniowych - Metoda eliminacji Gaussa  

Dla „oszczędności” warto macierz A rozszerzyć  
o kolumnę będącą wektorem b 



k-ty krok, eliminacja k-tej kolumny 
Operujemy na i=k+1 wierszu (do n) 

Operujemy na j=k+1 kolumnie (do n+1 (b)) 
i 



Układy równań liniowych - Metoda eliminacji Gaussa  



Układy równań liniowych - Metoda eliminacji Gaussa  

{calculate the output matrix}  
for i:=1 to MAXEQNS-1 do 
   for j:=i+1 to MAXEQNS do 
      begin 
         temp:=a[j,i]; 
            for k:=1 to MAXX+1 do 
                a[j,k]:=a[j,k] - temp*a[i,k]/a[i,i]; 
      end; 
{calc the values of x1 x2 etc} 
x[MAXEQNS] := a[MAXEQNS,MAXX+1] / a[MAXEQNS,MAXX]; 
for i:=MAXEQNS downto 1 do 
  begin 
    x[i]:=a[i,MAXX+1]; 
       for j:=i+1 to MAXX do 
          begin 
             x[i]:=x[i] - a[i,j]*x[j]; 
          end; 
          x[i]:=x[i]/a[i,i]; 
  end; 





Układy równań liniowych - pivoting 



Układy równań liniowych Metoda Gaussa -Jordana 
 

Metoda Gaussa -Jordana 



Układy równań liniowych Metoda Gaussa -Jordana 



Układy równań liniowych Metoda Gaussa -Jordana 



Układy równań liniowych – Rozkład LU 

1. 
2. 

Tadeusz Banachiewicz  (1938) – polski astronom, matematyk,   



Układy równań liniowych – Rozkład LU 

    

    

    



Układy równań liniowych – Rozkład LU 

    

    





 











 
 
 
 



Układy równań liniowych – wykorzystanie do odwracania macierzy 



Zmieniają się tylko prawe strony ! 



Układy równań liniowych – wykorzystanie do obliczania 
wyznaczników 





Rozkład typu Choleskiego dla macierzy symetrycznych ( A = AT ) dodatnio 
określonych ( X T ⋅ A⋅ X > 0 dla każdego X ) 
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Metoda wymaga ok. n3/6 operacji (2 
razy mniej niż metoda eliminacji 
Gaussa) i n pierwiastkowań. 





Rozwiązywanie układów równań liniowych – metody dokładne 
(nieiteracyjne)  

• Uwaga na stabilność rozwiązań 

• Macierze rzadkie -  lepiej metody iteracyjne 

• Obciążenie pamięci operacyjnej (ograniczenie co do wielkości układów 
równań) 

• Niewielkie różnice pomiędzy metodami 



Metody iteracyjne:  iteracji Jacobiego oraz iteracji Gaussa-Seidla  

Metody te stosuje się dla dużych układów równań, pojawiających się np. przy 
rozwiązywaniu równań różniczkowych cząstkowych lub równań 
całkowych. 

 

Iteracja Jacobiego 

1. Wyznaczamy przybliżenie początkowe x(0) 

2. Kolejne przybliżenia x(1), x(2),…, obliczamy wyznaczając xi z i-tego 
równania dla i=1,2,…,n a następnie podstawiając po prawej stronie 
poprzednie przybliżenie x. 
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3. Proces kończymy jeżeli ||x(p+1)-x(p)||<δ. 



Układy równań liniowych – met. iteracyjne 



Układy równań liniowych – met. iteracyjne 



Układy równań liniowych – met. iteracyjne 



Metoda iteracji Gaussa-Seidla. 

Metoda ta różni się od metody iteracji Jacobiego tym, że kolejne przybliżenie i-
tej współrzędnej wektora x obliczamy wykorzystując przybliżenia x1,…,xi-1 
wyliczone w aktualnej (p+1)  iteracji oraz przybliżenia xi+1,…,xn z poprzedniej 
(p-tej) iteracji. 
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Metoda iteracji Gaussa-Seidla jest zawsze zbieżna dla macierzy dodatnio 
określonych. 



Układy równań liniowych – met. iteracyjne 

Nie musimy trzymać 2 wektorów rozwiązań 



Układy równań liniowych – met. iteracyjne 



Modyfikacja metody Gaussa-Seidela, przyspieszająca  jej zbieżność 

lub równoważnie 

Dla w=1 jest to metoda SOR (ang. successive over relaxation). 
Zwiększając współczynnik , można próbować przyspieszać jej 
zbieżność. Parametr w może przyjmować wartości co najwyżej 
z przedziału (0, 2).  



Technika macierzy rzadkich pozwala na:  
•  oszczędne gospodarowanie pamięcią przez zapamiętanie tylko 

niezerowych współczynników układu, ich pozycji w macierzy oraz 
minimum danych umożliwiających efektywne docieranie do tych 
elementów. Wówczas zajętość pamięci jest proporcjonalna tylko do liczby 
elementów niezerowych;  

•  wykonywanie operacji tylko na elementach niezerowych macierzy i 
wektora prawych stron, prowadzące do zmniejszenia liczby operacji w 
stosunku równym mierze rzadkości;  

•  skuteczny i szybki wybór elementów podstawowych przy zachowaniu 
rzadkości macierzy.  
 

Macierzą rzadką nazywamy macierz zawierającą dużo zer. Przykładami 
macierzy rzadkich są macierze wstęgowe, diagonalne, trójdiagonalne, 
trójkątne.  
Wiele zagadnień (np. metody numeryczne służące do rozwiązywania równań 
różniczkowych cząstkowych) prowadzi do układów liniowych rzadkich, w 
których  



 
W przypadku macierzy pełnych, liczba obliczeń potrzebna do uzyskania 

rozwiązania metodą iteracyjną jest zwykle znacznie większa niż przy 
stosowaniu metod dokładnych. Jednak w przypadku macierzy rzadkich 
metody iteracyjne mogą być lepsze niż metody dokładne.  

Nie nakład obliczeń jednak decyduje o tym (chociaż zwykle jest mniejszy), 
lecz fakt, że podczas obliczeń nie zmieniamy położenia elementów 
macierzy A układu równań Ax=b, a zatem zachowujemy jej rzadką 
strukturę. 

 



Układy równań liniowych (osobliwe macierze) – SVD 



Układy równań liniowych - SVD 

w1>w2>…>wM>=0 



Wielkości wi nazywamy wartościami szczególnymi (osobliwymi) 
macierzy ATA ,  

 
 rozkład A=UWVT  nazywamy rozkładem według wartości 

szczególnych (SVD) 
  
Można pokazać, że  
wi  są pierwiastkami wartości własnych macierzy ATA  
 
kolumny macierzy V odpowiadającymi im ortonormalnymi 

wektorami własnymi tej macierzy. 
 
kolumny U są wektorami własnymi macierzy AAT 
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Układy równań liniowych - SVD 



Układy równań liniowych - SVD 

 
 
 
 
 
 



Układy równań liniowych - SVD 











• Przybliżone rozkłady SVD znajdują  zastosowanie do analizy, 
kompresji i przesyłu obrazów w telekomunikacji i informatyce.  

• Mogą być również z powodzeniem stosowane do analizy 
ekspresji genów w biologii czy też do analizy sygnałów EEG 
albo obrazów NMR mózgu w medycynie. 





Singular value decomposition (SVD) complements association analysis 
by providing another method to identify items that have an affinity for 
each other. Singular value decomposition of the transaction item 
matrix reduces the matrix to a manageable number of dimensions, 
thereby enabling you to group similar transactions and similar items. 

http://www.jmp.com/support/help/13/Additional_Example_3a_SVD_Ana
lysis.shtml 
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