
Całkowanie numeryczne 

Całka oznaczona funkcji f(x) w przedziale (a,b) 
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Całka nieoznaczona funkcji f(x) 

Z własność całek oznaczonych mamy: 
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Szerokie zastosowanie w fizyce, chemii, matematyce, inżynierii, .... 
Np. Standardowa funkcja rozkładu – statystyka: 

Lub liczenie długości krzywej: 

… 
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Całkowanie symboliczne i liczenie wartości wprost z definicji czy 
własności i twierdzeń rachunku całkowego  często jest nierealne 
• trudność wyznaczenia funkcji pierwotnej 

• brak możliwości wyznaczenia funkcji pierwotnej (np.  

   nie znamy samej funkcji f(x)) 
• wyznaczanie całek za pomocą dyskretyzacji 
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Definicja Riemana całki oznaczonej: 

Gdzie                                       wybrane punkty: 
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Interpretacja geometryczna całki oznaczonej: 

W najprostszym przybliżeniu obliczanie numeryczne całek prowadza 
się do jak najdokładniejszego (zależnego od kształtu funkcji) 
obliczenia pola powierzchni . 
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Jeden ze sposobów: 
Naturalne przybliżenie wykonywane w celu obliczenia całki – przybliżenie 
pola powierzchni prostokątami – łatwość obliczenia takiego pola 
powierzchni. 
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Załóżmy,  że PN jest wielomianem interpolacyjnym mającym punkty 
wspólne  z funkcja f(x) 
Wtedy całkę oznaczoną można przybliżyć za pomocą całek z 
wielomianów, które znacznie łatwiej  można obliczać 

Są to oczywiście wzory przybliżone 
 
 
Stosowane najczęściej przybliżenia: („grube” przybliżenia – wzory 
proste) 
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Metoda kwadratów (punktu środkowego – midpoint method) 
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Metoda trapezów –staramy się lepiej dopasować do kształtu krzywej 
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Metoda i wzór prosty Simpsona (przybliżamy funkcje podcałkową w 
przedziale za pomocą paraboli 
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Analiza błędów w/w metod 
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przykład: 

Wzory proste dają bardzo małą dokładność 
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Aby poprawić jakość powyższych metod skorzystamy z 
podstawowej własności całek: 

Gdzie     

Pozwoli nam to podzielić przedział całkowania na mniejsze 
przedziały     
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Możemy więc tworzyć tzw. wzory złożone, korzystając z poznanych 
przybliżonych wzorów prostych. 
  
 Np. Metoda trapezów zastosowana do przedziału podzielonego  np. 
na 2 przedziały 

Prowadzi do     
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W ogólności dla podziału na N przedziałów: 

Otrzymujemy złożony wzór trapezów: 
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Podobnie złożony wzór Simsona (N- nieparzyste) (dzielimy na N-1 
przedziałów   
 
h=(b-a)/(N-1) 
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Wyprowadzone wzory, zarówno proste jak i złożone są przypadkami 
szczególnymi kwadratur całkowych. 
 
W ogólności numerycznie całkujemy za pomocą tzw. kwadratur: 
Kwadraturą nazywamy przybliżenie funkcjonału  

Gdzie                współczynniki kwadratury 
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Kwadratury Newtona-Cotesa 
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Gdzie współczynniki kwadratur Newtona-Cotesa 
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Przykłady kwadratur Newtona-Cotesa 
 
n=1 :  formuła trapezów 
 a=x0,   b=x1    
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n=2  :  wzór  Simpsona 
  
a=x0,   b=x2,    x1=(a+b)/2,     h=(b-a)/2   
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Inne znane kwadratury: 
•Kwadratury Gaussa 
•Kwadratura Gaussa-Legendre’a 
•Kwadratura Gaussa-Hermite’a (całki niewłaściwe) 
•Kwadratury Gaussa- Czebyszewa (punkt osobliwy w [a,b] 
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Jeśli funkcja podcałkowa posiada osobliwości (np. jest nieograniczona, lub 
przedział całkowania jest nieskończony) wówczas poprzedni schemat 
całkowania musimy zmodyfikować– funkcję podcałkową zastępujemy 
iloczynem funkcji wagowej i nowej gładkiej funkcji: 

Funkcja wagowa p(x) zawiera wszystkie osobliwości funkcji F(x) lub jej 
dobór wynika z zastosowanych wielomianów ortogonalnych: 



Kwadratury Gaussa 
Nadal rozpatrujemy kwadratury typu: 

Całkowanie numeryczne 

ale zmieniamy metodologię postępowania.  
 
Ustalamy funkcję wagową p(x) oraz liczbę węzłów N. Szukamy: 
1) położenia węzłów 
2) współczynników Ak 

tak aby rząd kwadratury był jak najwyższy. Kwadratura tego typu 
nosi nazwę kwadratury Gaussa. 
Do wyznaczenia kwadratur Gaussa używa się wielomianów 
ortogonalnych. 



Całkowanie numeryczne 

Ciąg wielomianów: 

Nazywamy ortogonalnymi w przedziale [a,b] jeśli zachodzi pomiędzy nimi 
związek: 

Tw.1. Wielomiany ortogonalne mają tylko pierwiastki rzeczywiste, leżące 
w przedziale [a,b]. 
Tw.2. 
(a) nie istnieje kwadratura Gaussa rzędu wyższego niż 2(N+1) 
(b) kwadratura Gaussa jest rzędu 2(N+1) wtedy i tylko wtedy, gdy węzły 
xk są pierwiastkami wielomianu PN+1(x) 
Tw. 3. Wszystkie współczynniki Ak w kwadraturach Gaussa są dodatnie. 
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Metoda kwadratur Gaussa jest zbieżna do każdej funkcji ciągłej w [a,b]. 
Kwadratury te są dokładne dla wielomianów stopnia 2N+1. 

Kwadratura dla przedziału skończonego (Gaussa-Legendre'a) 

Dla tego typu kwadratury przyjmujemy: 

W tym przedziale ciąg wielomianów ortogonalnych tworzą wielomiany 
Legendre'a: 



Współczynniki Ak: 
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Węzły xk stanowią pierwiastki wielomianu PN+1(x). Dla kwadratur niskiego 
rzędu węzły i współczynniki Ak są stablicowane.  
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Aby zastosować wzory z przedziału [-1,1] w przedziale [a,b] należy 
dokonać transformacji liniowej zmiennej niezależnej: 

Podobnie jak poprzednio,  w praktyce nie używa się kwadratur 
wysokiego rzędu. O wiele lepszym rozwiązaniem jest zastosowanie 
kwadratur złożonych tj. kwadratur niskiego rzędu w każdym 
podprzedziale a wyniki sumuje się. 
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Kwadratury dla przedziału nieskończonego. 

Ciąg wielomianów ortogonalnych stanowią wielomiany Laguerre'a: 

Węzły xk są pierwiastkami wielomianu LN+1(x). 

kwadratura Gaussa-Laguerre'a 



Całkowanie numeryczne 

kwadratura Gaussa-Hermite'a. 

Ciąg wielomianów ortogonalnych stanowią wielomiany Hermite'a: 

xk są zerami wielomianu HN+1 
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• Kwadratury Gaussa są dokładniejsze od kwadratur Newtona-
Cotesa przy uwzględnieniu tej samej liczby węzłów 

• Kwadratury Gaussa mają rząd r=2N+2 dla (N+1) węzłów, 
podczas gdy kwadratury Newtona-CotesaC osiągają ten rząd dla 
(2N+1) węzłów 

• Po ustaleniu rzędu kwadratury stosuje się wzory złożone dla 
coraz mniejszego kroku całkowania do momentu braku zmian w 
kolejnym przybliżeniu 

• Całkowanie stablicowanej funkcji podcałkowej lepiej wykonać 
przy użyciu kwadratur Newtona-Cotes'a (użycie kwadratur 
Gaussa może wymagać dodatkowej interpolacji) 
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Całki wielokrotne 

Jedyny „prosty” przypadek : 
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sprowadza się do n-krotnych kwadratur jednowymiarowych. 



Przy całkowaniu funkcji wielu zmiennych pojawiają się problemy: 
 
 Konstrukcja wielomianów interpolacyjnych jest możliwa tylko dla 
odpowiednio położonych węzłów i regularnych obszarów całkowania 
 
 Czas obliczeń rośnie bardzo szybko wraz z liczbą zmiennych. W praktyce 
liczba zmiennych nie przekracza 4. 

Całkowanie numeryczne 
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Metoda Monte Carlo jest liczbową metodą rozwiazywania problemów  
matematycznych z pomocą modelowania zmiennych losowych. 

Całkowanie numeryczne 

Za datę powstania metody Monte Carlo uważa się rok 1949, - 
publikacja  artykułu „The Monte Carlo method”.[1, Metropolis, N., 
Ulam, S.]. Za twórców metody uważa się matematyków 
amerykańskich, J. Neumanna i  S. Ulama 



Całkowanie numeryczne (metoda Monte Carlo) 
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Załóżmy, że chcemy obliczyć całkę z funkcji f(x) w przedziale <xp; xk>. 
Definicja całki oznaczonej Riemana, - wartość całki równa jest polu 
obszaru pod wykresem krzywej w zadanym przedziale całkowania. 
Załóżmy na początek, iż wiemy z całą pewnością, że wartości funkcji w 
obszarze całkowania mieszczą się w przedziale <yp; yk>. Pole prostokąta 
wyznaczonego przez przedział całkowania: <xp; xk> oraz zakres wartości 
funkcji w tym przedziale: <yp; yk> jest prosty do wyznaczenia i wynosi:  

P= |xk- xp||yk - yp | 



Metoda Monte Carlo polega na wylosowaniu n punktów znajdujących się w  
obrębie wspomnianego prostokąta i na tej podstawie obliczenia stosunku pola 
 powierzchni pod krzywą czyli wartości całki do pola wyznaczonego prostokąta.  
W tym celu wprowadzimy zmienną pomocniczą c, którą modyfikować będziemy  
następująco: 
- jeżeli wylosowany punkt (xi, yi) leży nad osią OY i jednocześnie pod wykresem  
funkcji całkowanej, czyli spełnia nierówność: 0 < yi ≤ f(xi), wówczas zwiększamy  
zmienną c o jeden, 
 - jeżeli wylosowany punkt (xi, yi) leży pod osią OY i jednocześnie nad wykresem 
 funkcji całkowanej, czyli spełnia nierówność: 0 > yi ≥ f(xi), wówczas zmniejszamy 
 zmienną c o jeden, 
- jeżeli wylosowany punkt (xi, yi) nie spełnia żadnego z powyższych warunków, 
 wówczas pozostawiamy zmienną c bez zmian. 

Całkowanie numeryczne (metoda Monte Carlo) 



Całkowanie numeryczne (metoda Monte Carlo) 

Na podstawie wylosowanych punktów i przyporządkowania ich do 
odpowiedniej kategorii możemy wyznaczyć odpowiednie proporcje:  

Wraz ze zwiększaniem się liczby punktów pomiarowych n, rozkładają się 
one coraz bardziej równomiernie w obrębie wyznaczonego prostokąta 
dając coraz dokładniejszy wynik. Jednym z podstawowych problemów w 
tej metodzie jest wyznaczenie zakresu wartości funkcji w przedziale 
całkowania.  
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Metoda Akceptacji – Odrzuceń, Orzeł - reszka 
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Całkowanie numeryczne (metoda Monte Carlo) 



Zmodyfikowany Algorytm do obliczania przybliżonej wartości całki 
oznaczonej 

Liczymy całkę oznaczoną: 
 

1. Losujemy  niezależne liczby u1,u2,…,un z rozkładu jednostajnego 
U[0,1]; 

2. Obliczamy xk: 
   xk= a + (b – a)uk dla k=0,1,2,…,n; 
4. Przybliżoną wartość całki obliczamy ze wzoru: (średnia wartość 

funkcji w n wylosowanych punktach. 
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Całkowanie funkcji f(x) metoda trapezów 
  
   begin 
    x:=xa; 
    h:=(xb-xa)/(n-1);   {skok zmiennej niezaleznej} 
    trap:=0.0; 
    for i:=2 to n-1 do  {sumowanie wewnetrznych punktow} 
      begin 
        x:=x+h; 
        trap:=trap+f(x); 
      end; 
    trap:=2.0*trap+f(xa)+f(xb); {dodanie przyczynkow od pierwszego 
                                 i ostatniego punktu do podwojonej sumy 
                                 wartosci funkcji w punktach wewnetrzych} 
    calk_trap:=trap*h/2.0; 
  end; 



Całkowanie funkcji f(x) metoda Simpsona (kwadratura Simpsona) 
  
  Całka oznaczona z funkcji f(x) w przedziale [x_a,x_b 
 (liczba węzłów musi być liczba nieparzysta): 
  
     I=(h/3)*(f_1 + 4*(f_2 + f_4 + ... + f_(n-1)) 
                  + 2*(f_3 + f_5 + ... + f_(n-2)) + f_n) 
  
     h=(x_b-x_a)/(n-1), n nieparzysta liczba węzłów, x_1=x_a, x_n=x_b. 
  
    1. dane xa,xb,n 
    2. h:=(xb-xa)/(n-1) 
    3. sumowanie wartości funkcji w punktach wewnętrznych 
       x:=xa 
       for i:=2 to n-1 do 
           x:=x+h 
      if i parzyste then simp1:=simp1+f(x) 
                           else simp2:=simp2+f(x) 
    4. calk_trap:=h/3.0*(f(xa)+f(xb)+4*simp1+2*simp2) 
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