Catkowanie numeryczne

Catka oznaczona funkcji f(x) w przedziale (a,b)
b
_[ f (x)dx
a

Catka nieoznaczona funkcji f(x)
[ £(dx =F(x)+C

Z wtasnosc¢ catek oznaczonych mamy:

f(x)dx = F(b) - F(a)

QD e T



Catkowanie numeryczne

Szerokie zastosowanie w fizyce, chemii, matematyce, inzynierii, ....
Np. Standardowa funkcja rozktadu — statystyka:

1 * ; 1 1 * ;
— At = — | T2t

Noal(z) =
V2T J 2 \.,-“"2.'!

Lub liczenie dtugosci krzywej:

b
5=[ V91+[f(x)?de
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Catkowanie symboliczne i liczenie wartosci wprost z definicji czy
wtasnosci i twierdzen rachunku catkowego czesto jest nierealne

* trudnos¢ wyznaczenia funkciji pierwotne;
 brak mozliwosci wyznaczenia funkcji pierwotnej (np.
nie znamy samej funkcji f(x))

e Wyznaczanie catek za pomocg dyskretyzacji
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Definicja Riemana catki oznaczonej:

b —a
/‘ﬁiaﬁ lyi ~ Z:fth

Gdzie i, k=1,2,...,N wybrane punkty:

= +L_1b LR
T = | a _— — i), — | — i
! N \ ), ‘»l‘ )
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Interpretacja geometryczna catki oznaczonej:

f(x)

fx) 1y

/

a b«
b
Jf(:r]dx

a

W najprostszym przyblizeniu obliczanie numeryczne catek prowadza
sie do jak najdoktadniejszego (zaleznego od ksztattu funkciji)
obliczenia pola powierzchni .
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Jeden ze sposobow:

Naturalne przyblizenie wykonywane w celu obliczenia catki — przyblizenie

pola powierzchni prostokgtami — tatwos¢ obliczenia takiego pola
powierzchni.
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Zatozmy, ze P, jest wielomianem interpolacyjnym majgcym punkty
wspolne z funkcja f(x)

Wtedy catke oznaczong mozna przyblizy¢ za pomocg catek z
wielomianow, ktore znacznie tatwiej mozna obliczac

b h
flo) dr = f Py (x) dax.

i1 il

Sg to oczywiscie wzory przyblizone

Stosowane najczesciej przyblizenia: (,grube” przyblizenia — wzory
proste)
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Metoda kwadratow (punktu srodkowego — midpoint method)

h
a -+ ! %

=

L
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Metoda trapezow —staramy sie lepiej dopasowac do ksztattu krzywe;

h

h —
.f'llr1j“:| dr ~= [.-IFH.!I 4 flr.ru] ) (1

il =

a1 h
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Metoda i wzor prosty Simpsona (przyblizamy funkcje podcatkowg w
przedziale za pomocg paraboli

;
’ { ! h —
f f(z) do ~ [_f'lfwsf:'+4.f(!_+ ) +_f'|:eut:.] -

fla)

e
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Analiza btedow w/w metod

Midpoint method:

(b —a) h®

Error < max |f"(£)],

24 £ a,b]
Trapezoid method:

(b —a) h®

Error < max | f(&)],

12 £ab]
Simpson’s method:

F 1 I |
(b—a)h
Error < max

(4) (¢
T80 enax /(S

‘. h =

h=b—a
h=b—ua
h—a
2
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przyktad: / i f(w) do
0

flr) Exact | Midpoint Trapezoid Simpson

2 2.667 2.000 4.000 2.667

T 6.400 2.000 16.000 6.667
(x4+1)"1[1.099 1.000 1.333 1.111
V1422 |2.958 2.828 3.326 2.964

sin x 1.416 1.683 0.909 1.425

et 6.389 5.437 8.389 6.421

Wzory proste dajg bardzo matg doktadnosc
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Aby poprawiC jakos¢ powyzszych metod skorzystamy z
podstawowej wtasnosci catek:

i . ;
/ flz) ‘f~f‘=] flz) FfJ‘—I—/ flz) dr
a i e

Gdzie c¢< (a,b)

Pozwoli nam to podzieli¢ przedziat catkowania na mniejsze
przedziaty
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Mozemy wiec tworzy¢ tzw. wzory ztozone, korzystajgc z poznanych
przyblizonych wzordw prostych.

Np. Metoda trapezow zastosowana do przedziatu podzielonego np.
na 2 przedziaty

h—a
2

h =

Prowadzi do

b
5 ; , / , 5 g !
/ fla)dr = [_flﬁ_ a) + fla+ T :I] é—l— [_flﬁ_ a+ )+ fi h]] %

—

!

[fla) +2f(a+h)+ f(b)]

]|
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W ogodlnosci dla podziatu na N przedziatow:

b—a
N

Otrzymujemy ztozony wzor trapezow:

h =

b | =

b N-1
f f(z) do = {fﬂrﬂ +23" fla+kh)+ f(b)
I |E|.'-=].
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Podobnie ztozony wzor Simsona (N- nieparzyste) (dzielimy na N-1
przedziatow

h=(b-a)/(N-1)

3

b h
/ fle)yde = =|[fla)+4f(a+h)+2f(a+ 2h)

+4f(a+3h) +2f(a+4h) + -+ f(b)]
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Wyprowadzone wzory, zarowno proste jak i ztozone sg przypadkami
szczegolnymi kwadratur catkowych.

W ogdlnosci numerycznie catkujemy za pomocg tzw. kwadratur:
Kwadraturg nazywamy przyblizenie funkcjonatu /( f) _ J f( )O 0x

funkcjonatem A 1) postaci
n
A f)=2 Af(x%)
/=0
Gdzie A wspotczynniki kwadratury

Xi  wezly kwadratury



Catkowanie numeryczne

Kwadratury Newtona-Cotesa

WIELOMIAN
f(x) | INTERPOLACYJNY
LAGRANGE A

Q()-1,) T

WEZLY
ROWNOODLEGLE
b—a

1

X; =a+1i
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' Gdzie wspotczynniki kwadratur Newtona-Cotesa

b n noX—X;
QA )= I(L,)=[ L,(X)ax= I AT — | ax
a al =0 /:O)(/ X/
J#EI
x;=a+if, x=a+th(xe[a b= te[0,n]); adx=ha, p=b-2
n
,7 7 ”a+z‘/7 a— jh f| -
dt=h f — |at
O( ,.: {) —od+Ith—a— Jh ,Z;‘) {EO/—/
ji JEI

Stad Q[ )= zo A ()

nl n

gdzie A= [1°L|at
0| /=07~ J

B;
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Przyktady kwadratur Newtona-Cotesa

n=1: formuta trapezow
a=x0, b=x1

X1 h
j f (X)dx = E(fo + f1)

X0
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n=2 . wzOr Simpsona

a=x0, b=x2, x1=(atb)/2, h=(b-a)/2

X2 h
j f(X)dng(fo +4f1+ f2)

X0
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Y,
v-a x="0 x-b

. b-ag(t-1)(t-2) _BZ B -
A=A=" £(0—1)(0—2 dt = . {)(12 3t+2)dt_

_b—a(ﬁ_:%tz 21‘]2—[7_3

4 \ 3 6

2 (1-0)(1-2) 2
:‘béa[§‘+FjO:%é;@
stad
A= n)="2( a)rad 222) s A1)



Catkowanie numeryczne

btad formuty trapezow

X1

J

X0

(&)

2!

btad wzoru Simpsona

h5
90

—19()

h3

(X —Xo)(X — x1)dx_——f

2

[ntagral

e

Erraor

0. 750000
0775000
0782704
0784747
0. TE5L235

00 e pa e

[y

Mzing the composites Simpson's method, we expact faster convergenes, Indesad,

N [ntagral

00250000
00077841
00019530
00004553
00000305

Error

0. 78333333333
0. 7TEG3IDZ1 HOEG
0. 7TEGIN=12561
0. 7TEGIDS162E81

200 e pa e

00020533353
0LON00O05965T5
OLON0O00027T 20
CLOOO000005E
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Inne znane kwadratury:

eKwadratury Gaussa

Kwadratura Gaussa-Legendre’a

Kwadratura Gaussa-Hermite’a (catki niewtasciwe)
Kwadratury Gaussa- Czebyszewa (punkt osobliwy w [a,b]

Catka niewtasciwa na [a, oo]

[ Hx)ax—lim [ AN

bH—> o0

Catka niewtasciwa na [ oo,o]

o0

J 7(9ac= fim T A(Xyacs lim | F(x)d
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Jesli funkcja podcatkowa posiada osobliwosci (np. jest nieograniczona, lub
przedziat catkowania jest nieskonczony) wowczas poprzedni schemat
catkowania musimy zmodyfikowac— funkcje podcatkowg zastepujemy
Iloczynem funkcji wagowej i nowej gltadkiej funkcji:

F(r)=plxe)f(r

Funkcja wagowa p(x) zawiera wszystkie osobliwosci funkcji F(x) lub jej
dobdr wynika z zastosowanych wielomianow ortogonalnych:

b b b N
/ Flr)dr = / pla) flae)de =~ / pla)e(x)de = Z: A f(ag)

- o be=I()

"
A ; / pla ) Dy (o)
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Kwadratury Gaussa
Nadal rozpatrujemy kwadratury typu:

N b

S(f) =D Awf(xr) G [ pids

L!:l.]

ale zmieniamy metodologie postepowania.

Ustalamy funkcje wagowg p(x) oraz liczbe weztéw N. Szukamy:
1) potozenia weztow

2) wspotczynnikow A,

tak aby rzad kwadratury byt jak najwyzszy. Kwadratura tego typu
nosi nazwe kwadratury Gaussa.

Do wyznaczenia kwadratur Gaussa uzywa sie wielomianow
ortogonalnych.
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Ciag wielomianow:

(D)) = ola), ()., Py (x)

Nazywamy ortogonalnymi w przedziale [a,b] jesli zachodzi pomiedzy nimi
zZwigzek:

b

(P, . /p{.r)f’,.(.r)fl(.r*)r!.r 0, r /s

Tw.1. Wielomiany ortogonalne majg tylko pierwiastki rzeczywiste, lezgce
w przedziale [a,Db].

Tw.2.

(a) nie istnieje kwadratura Gaussa rzedu wyzszego niz 2(N+1)

(b) kwadratura Gaussa jest rzedu 2(N+1) wtedy i tylko wtedy, gdy wezty
Xk sg pierwiastkami wielomianu PN+1(x)

Tw. 3. Wszystkie wspotczynniki Ak w kwadraturach Gaussa sg dodatnie.
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Metoda kwadratur Gaussa jest zbiezna do kazdej funkcji ciggtej w [a,Db].
Kwadratury te sg doktadne dla wielomiandéw stopnia 2N+1.
Kwadratura dla przedzialu skonczonego (Gaussa-Legendre'a)

Dla tego typu kwadratury przyjmujemy:.
pl;._.f') 1
la.b] = [-1.1

W tym przedziale cigg wielomiandw ortogonalnych tworzg wielomiany
Legendre'a:

._ 1 d" o .
[ () (= — 1)

20l daen
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Wspotczynniki Ak: 1. 2
| (N 2P o) Py o)

Wezty xk stanowig pierwiastki wielomianu PN+1(x). Dla kwadratur niskiego
rzedu wezty | wspotczynniki Ak sg stablicowane.

N k Ky Ay
1 0,1 (-/+)0.577350 1
5 0, (-/+)0.774597 5/9
1 0 8/9

3 0, 3 (-/+)0.861136 0.347855

1,2 (-/+)0.339981 0.652145

0.4 (-/+)0.906180 0.236927

4 1,3 (-/+)0.538469 0.478629

0 0.568885
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Aby zastosowaC wzory z przedziatu [-1,1] w przedziale [a,b] nalezy
dokonac transformacji liniowej zmiennej niezaleznej:

t ]
. b —a o
, a+b b—a / J(t)dt 5 / gla)dr
— T x S = . ]

2 2
fa+b b—a
glz) =f ( T3 ;t-)

*,

Podobnie jak poprzednio, w praktyce nie uzywa sie kwadratur
wysokiego rzedu. O wiele lepszym rozwigzaniem jest zastosowanie
kwadratur ztozonych tj. kwadratur niskiego rzedu w kazdym
podprzedziale a wyniki sumuje sie.
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Kwadratury dla przedziatu nieskoinczonego.

kwadratura Gaussa-Laguerre'a

i~ N
/ e "fla)de =~ S(f) =) Auflay)
J0 L)

la, bl = [0, )

£

plr) =e
Cigg wielomiandw ortogonalnych stanowig wielomiany Laguerre'a:

(N + 1))
A — (( )

] ‘
Ly, @) Lvio(as)

L) — ()" (x"e ")

ot

Wezty xk sg pierwiastkami wielomianu LN+1(X).
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kwadratura Gaussa-Hermite'a.

doo Y
/ e " f(ax)dr = S(f) = Z Apflrg)
RS b1

plr) =c

(a,b) = (—o0. )

Cigg wielomiandéw ortogonalnych stanowig wielomiany Hermite'a:

o od" 2 INF2(N L 1)
H, () — (—1)"¢ e A , 277 1"'?
i’ - Hy () Hy ooy

Xk sg zerami wielomianu HN+1
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Kwadratury Gaussa sg dokfadniejsze od kwadratur Newtona-
Cotesa przy uwzglednieniu tej samej liczby weztéw

Kwadratury Gaussa majg rzad r=2N+2 dla (N+1) wezidw,
podczas gdy kwadratury Newtona-CotesaC osiggajg ten rzad dla
(2N+1) weztow

Po ustaleniu rzedu kwadratury stosuje sie wzory ziozone dla
coraz mniejszego kroku catkowania do momentu braku zmian w
kolejnym przyblizeniu

Catkowanie stablicowanej funkcji podcatkowej lepiej wykonac

przy uzyciu kwadratur Newtona-Cotes'a (uzycie kwadratur
Gaussa moze wymagac dodatkowej interpolacji)
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Calki wielokrotne

[[.-] f( X %,..., X)) dxdx,... dx,
Q

Jedyny ,prosty” przypadek :

b b(x4) B4 %) b3( X1 X 10011 X1 )
[ax [ae [ag .. [ax, f(x %,....x,)

a, 32()(1) aB(XI’XZ) 33()(1’)(2 ----- Xn—l)

sprowadza sie do n-krotnych kwadratur jednowymiarowych.
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‘ Przy catkowaniu funkcji wielu zmiennych pojawiajg sie problemy:

Konstrukcja wielomianow interpolacyjnych jest mozliwa tylko dla
odpowiednio potozonych weztdw i regularnych obszarow catkowania

Czas obliczen rosnie bardzo szybko wraz z liczbg zmiennych. W praktyce
liczba zmiennych nie przekracza 4.
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Zaktadamy, ze obszar catkowania mozna opisac uktadem nierownosci:

O c RM
a; < x1 <b
as(x1) < x2 < ba(xq)
ap(x1,21,...,cm-1) < zp < by(xy,20,...,00-1)
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by b2(«T1 by (x1,@2,.,0 0 1)
j dTl/ / f(x1,20,. . xp)de g
a a

2(:1"1) Mm(T1,@2,..,Trar—1)

Wartosc catki wielokrotnej oblicza sie poprzez M-krotne zastosowanie
kwadratur jednowymiarowych.

Przyktad dla dwoch wymiarow.

b] bz

1) = [ glards o) = [ fleran)des
"'\"1 N.B T

I'\q ) ZA?’I,G Tln g(:m,n) IN.) R fn Z Bynf L1ny X2 y)
n=0 v=()

Po ztozeniu obu kwadratur otrzymujemy:

Nl A"VE LT

= / f(ﬂil,ﬂfz)dﬂfldQTQ = Z Z Bu,nf(ml,na 372,;2) + R, ('9) +
Q2

n=0 =0
-E\'T2.'ri

+ Z An Ry, n(frn)
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gdzie: Rn,(9) -reszta kwadratury In, (9)

Ry, , (fn) -reszta kwadratury Ing . (Jn)

Uwagi:

1) Przedziat catkowania po zmiennej x, moze sie¢ zmieniac wraz z wartoscig x,

2)Liczba weztéw kwadratur Iy, ,(f,) moze byc rézna dla kazdego wezta L S
3)Liczba uzytych weztow

Ny

Z(-ﬁ\r?,n + 1)

=0

Jesli liczba w kazdej kwadraturze bytaby jednakowa i rowna (N+1) wowczas

obliczenie wartosci catki w M wymiarowej przestzreni wigzatoby sie
z wykonaniem (N+1)" obliczen.

Przyktad. Jesli N=1 i M=10 wowczas (N+1)"=(1+1)°=1048576

Przy duzej liczbie wymiarow (M>4) lepiej jest postugiwac sie znacznie
wydajniejszg metoda Monte Carlo.
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Metoda Monte Carlo jest liczbowg metodg rozwiazywania problemow
matematycznych z pomocg modelowania zmiennych losowych.

Za date powstania metody Monte Carlo uwaza sie rok 1949, -
publikacja artykutu ,The Monte Carlo method”.[1, Metropolis, N.,
Ulam, S.]. Za tworcow metody uwaza sie matematykow
amerykanskich, J. Neumannai S. Ulama

lgta Buffona — prawdopodobnie najbardziej znany przykiad zastosowania metod
Monte Carlo

Eksperyment w kidérym warto$é nt jest przyblizana poprzez wielokrotne rzucanie
igly na powierzchnie pokrytg réwnolegtymi liniami

W 1777 Georges-Louis Leclerc, Comte de Buffon pokazat, ze jesli igta
o dtugosci L jest rzucana przypadkowo na réwnolegte odlegte o d linie, to
prawdopodobienstwo, Ze igta upadnie na jedng z linii jest réwne

2L
P(x)=— d>L
6)=— ( )
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Stanistaw Marcin Ulam (ur. 1909 we Lwowie, zm. 1984 w Santa Fe)

Wspéttwérca bomby wodorowej, cztonek
projektu Manhattan

“Pomyst ten, nazwany pézniej metodg Monte Carlo,
wpadt mi do gtowy, kiedy podczas choroby
stawiatem pasjanse. Zauwazytem, ze znacznie
praktyczniejszym sposobem oceniania prawdo-
podobienstwa utozenia pasjansa jest wyktadanie
kart, czyli eksperymentowanie z tym procesem |

po prostu zapisywanie procentu wygranych, niz
Préba obliczenia wszystkich mozliwosci kombi-
natorycznych, ktérych liczba rosnie wyktadniczo”

“Jest to zaskakujgce z intelektualnego punktu widzenia, | cho¢ moze nie
catkiem upokarzajace, to jednak zmusza do skromnoéci i pokazuje granice
tradycyjnego, racjonalnego rozumowania. Jesli problem jest wystarczajgco
ztozony, probowanie jest lepszym sposobem niz badanie wszystkich
tancuchédw mozliwoséci.”
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Zatézmy, ze chcemy obliczyC catke z funkcji f(x) w przedziale <x,; x,>.
Definicja catki oznaczonej Riemana, - wartos¢ catki rowna jest polu
obszaru pod wykresem krzywe] w zadanym przedziale catkowania.
Zatézmy na poczatek, iz wiemy z catg pewnoscig, ze wartosci funkcji w
obszarze catkowania mieszczg sie¢ w przedziale <y,; y,>. Pole prostokata
wyznaczonego przez przedziat catkowania: <x;; x,> oraz zakres wartosci
funkcji w tym przedziale: <y,; y,> jest prosty do wyznaczenia | wynosi:

P= X~ XpllYk - ¥p |

)
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Metoda Monte Carlo polega na wylosowaniu n punktow znajdujgcych sie w
obrebie wspomnianego prostokata i na tej podstawie obliczenia stosunku pola
powierzchni pod krzywg czyli wartosci catki do pola wyznaczonego prostokata.
W tym celu wprowadzimy zmienng pomocniczg c, ktorg modyfikowac¢ bedziemy

nastepujgco:
- jezeli wylosowany punkt (x;, y;) lezy nad osig OY i jednoczesnie pod wykresem

funkcji catkowanej, czyli spetnia nieréownosc: 0 <vy; < f(x;), wowczas zwiekszamy

zmienng c o jeden,

- jezeli wylosowany punkt (x;, y;) lezy pod osig OY i jednoczesnie nad wykresem
funkcji catkowanej, czyli spetnia nierownosc: 0 >y, 2 f(x;), wowczas zmniejszam)
zmienng c o jeden,

- jezeli wylosowany punkt (x;, ;) nie spetnia zadnego z powyzszych warunkow,
wowczas pozostawiamy zmienng ¢ bez zmian.
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Na podstawie wylosowanych punktow i przyporzgdkowania ich do
odpowiedniej kategorii mozemy wyznaczy¢ odpowiednie proporcje:

P prostokata 1

Calka c

c C
calka = P ,ostokata = Xk~ Xp| " [V~ Vpl "

Wraz ze zwiekszaniem sie liczby punktéw pomiarowych n, rozktadajg sie
one coraz bardziej rownomiernie w obrebie wyznaczonego prostokata
dajgc coraz doktadniejszy wynik. Jednym z podstawowych problemow w

te] metodzie jest wyznaczenie zakresu wartosci funkcji w przedziale
catkowania.
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Metoda Akceptaciji — Odrzucen, Orzet - reszka

Jest to najczesciej stosowana metoda Monte Carlo
Czasami nazywana jest Typowym Monte Carlo

Losujemy punkty z prostokata (moze by¢ wielowymiarowy)
[a. b] = [0, d].

Liczymy proporcje punktdw lezacych nad wykresem do
punktow Iechych pod wykresem.

I_fa x)dx ~ £(b— a)d

k — liczba punktow pod wykresem, N — liczba losowanych
punktow.
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Chcemy policzyC catke y = f(} x> dx
W tym przypadku mozemy policzy¢ analitycznie

1
1 1
y/o xdx_ex ‘0 5 0.16(6)

Ale mozemy policzy¢ tez metoda MC.

Losujemy N punktow z kwadrattu [0. 1] i patrzymy ile z nich
lezy pod krzywa.
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]

o.

7

[

symulacja MC dla 1000 powtorzen. Calka= 0.162
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symulacja MC dla 50000 powtorzen. Calka= 0.16805




Catkowanie numeryczne (metoda Monte Carlo)

@ Ustawk =0in=0.
@ Wylosuj liczby x i y z rozktadu jednostajnego [0. 1]
© Sprawdz, czy y < f(x). Jezeli tak zwieksz k o 1.

© Powtdrz punkty 1.1 2. nrazy. n powinno by¢ duza liczba
(np. 10.000).

@ Podziel licznik przez liczbe powtérzen s = k/n
©Q s jest przyblizeniem catki z funkcji na odcinku [0.1].



Catkowanie numeryczne (metoda Monte Carlo)

@ W metodzie tej tak naprawde liczymy prawdopodobienstwo
znalezienia sie pod wykresem.

@ Jezeli losujemy punkty z prostokata o polu innym niz 1, to
aby obliczycC catke nalezy przemnozy¢

prawdopodobienstwo przez pole prostokata.

° f _ L. punktow pod wykresem
~ liczba wylosowanych punktow

pole prostokata

@ Nalezy pamietac, zeby prostokat, z ktdrego losujemy
obejmowat maksimum z f(x)



Zmodyfikowany Algorytm do obliczania przyblizonej wartosci catki

oznaczonej
Liczymy catke oznaczona: b
j f (x)dx
a
1. Losujemy niezalezne liczby u,,u,,...,u, z rozktadu jednostajnego

U[0,1];
2.  Obliczamy x;:
X.=a+ (b-a)u,dlak=0,1,2,...,n;
4.  Przyblizong wartosc¢ catki obliczamy ze wzoru: (srednia wartosc
funkcji w n wylosowanych punktach. ,

r

[ f(x)dx ~ D23 £ (x,)

N




Catkowanie numeryczne (metoda Monte Carlo)

mozliwosc¢ rozwigzania trudnych problemow
prosta forma zastapienia rozwiazan analitycznych
rosngca moc obliczeniowa komputerow

uwalniajg uzytkownika od skomplikowanej teorii i wzordw,
pozwalajac skupiC sie na istocie pytania, na ktore
statystyka ma odpowiedziec

@ eksperymenty dla jednak skonczonej liczby préb
@ wyniki zawsze beda przyblizeniem
@ wyniki zaleza od jakosci generatora liczb pseudolosowych



Catkowanie funkcji f(x) metoda trapezow

begin
X:=Xa,;
h:=(xb-xa)/(n-1); {skok zmiennej niezaleznej}
trap:=0.0;
for i:=2 to n-1 do {sumowanie wewnetrznych punktow}
begin
X:=xX+h;
trap:=trap+f(x);
end;
trap:=2.0*trap+f(xa)+f(xb); {dodanie przyczynkow od pierwszego
| ostatniego punktu do podwojonej sumy
wartosci funkcji w punktach wewnetrzych}

calk trap:=trap*h/2.0;
end;



Catkowanie funkcji f(x) metoda Simpsona (kwadratura Simpsona)

Catka oznaczona z funkcji f(x) w przedziale [x_a,x_b
(liczba weztéw musi by¢ liczba nieparzysta):

I=(h/3)*(f 1 +4*(f 2+f 4+ ...+f (n-1))
+2*(f 3+f 5+...+f (n-2))+f n)

h=(x_b-x_a)/(n-1), n nieparzysta liczba weztow, x_1=x_a, x_n=x_Db.

1. dane xa,xb,n
2. h:=(xb-xa)/(n-1)
3. sumowanie wartosci funkcji w punktach wewnetrznych

X:=xa

for i:-=2 to n-1 do

X:=X+h
if I parzyste then simpl:=simpl+f(x)
else simp2:=simp2+f(x)

4. calk_trap:=h/3.0*(f(xa)+f(xb)+4*simpl+2*simp2)
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